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ÂÂÅÄÅÍÈÅ
Êàê èçâåñòíî, ïðÿìûìè íàçûâàþò êðàåâûå çàäà÷è, â êîòîðûõ òðåáó-
åòñÿ íàéòè ôóíêöèþ èëè ñèñòåìó ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ â ôèêñè-
ðîâàííîé îáëàñòè íåêîòîðîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ èëè ñèñòåìå òàêèõ óðàâíåíèé, à íà ãðàíèöå îá-
ëàñòè  çàäàííîìó êðàåâîìó óñëîâèþ. Íàðÿäó ñ ïðÿìûìè çàäà÷àìè
óñïåøíî ðàçâèâàþòñÿ òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷
(ÎÊÇ), â êîòîðûõ âìåñòå ñ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âñÿ ãðàíèöà îáëàñòè èëè îòäåëüíûå åå ó÷àñòêè
íàõîäÿòñÿ ïî äîïîëíèòåëüíîìó êðàåâîìó óñëîâèþ íà èñêîìîé ãðàíèöå.
Ýòè çàäà÷è ñîñòàâëÿþò ÷àñòü îáøèðíîãî êëàññà êðàåâûõ çàäà÷ ñ íåèç-
âåñòíûìè ãðàíèöàìè. Èññëåäîâàíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî è ïðèêëàäíîãî õà-
ðàêòåðà ïî ÎÊÇ è èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ ýòîé òåîðèè, îõâàòûâàþùàÿ áîëåå
75 ëåò, îòðàæåíû â ðÿäå ìîíîãðàôèé è îáçîðíûõ ñòàòåé [5, 6, 12, 19,
3436, 57, 69, 71, 74, 76, 81, 89, 108110, 118, 120, 123, 126, 128, 129].
Õàðàêòåðíûì äëÿ ÎÊÇ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà èñêîìûõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû
çàäàíû äâà êðàåâûõ óñëîâèÿ, à íà èçâåñòíûõ (åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ) 
îäíî.
Â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÷àñòî òðåáóåòñÿ íàéòè âèä ãðà-
íèö, îáðàçîâàâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå ðàññìàòðèâàåìîãî ôèçè÷åñêîãî ÿâ-
ëåíèÿ (íàïðèìåð, ãðàíèöó êàâåðíû â çàäà÷àõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ,
äåïðåññèîííûå êðèâûå â çàäà÷àõ áåçíàïîðíîé ôèëüòðàöèè, ãðàíèöó
âûåìêè â çàäà÷àõ âçðûâà íà âûáðîñ è äðóãèå). Òàê êàê ôîðìà ýòèõ
ãðàíèö ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðîöåññà, ñâîéñòâîì ñàìîãî èçó÷àåìîãî
ÿâëåíèÿ, óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ âàðüèðîâàòüñÿ ïî óñìîòðåíèþ èññëåäîâà-
òåëÿ íå ìîãóò ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ôèçè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì,
òî÷íåå, ìîäåëüþ ÿâëåíèÿ. Òàêèå çàäà÷è, áóäó÷è çàäà÷àìè ïðîãíîçà,
ïðåäñêàçàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÿâëåíèÿ, ïîëó÷èëè íàçâàíèå êðàåâûõ çàäà÷
ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè. Â îòëè÷èå îò íèõ â îáðàòíûõ êðàåâûõ
çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ ôîðìó ãðàíèö, ïðè êîòîðîé èçó÷àåìûé
ïðîöåññ è îáëàñòü, â êîòîðîé îí ïðîòåêàåò, îáëàäàëè áû íóæíûìè
ñâîéñòâàìè è îòâå÷àëè æåëàåìûì óñëîâèÿì. Ïîýòîìó çäåñü êðàåâûå
óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî ìîäåëüþ èçó÷àåìîãî ïðîöåññà, íî
è ïðåäïèñûâàåìûìè èíæåíåðíûìè ñâîéñòâàìè, è ìîãóò èçìåíÿòüñÿ
âìåñòå ñ ïîñëåäíèìè. Ïðè ýòîì èññëåäîâàòåëü ïîëó÷àåò âîçìîæíîñòü,
çàäàâ ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ, âëèÿòü íà ïðîöåññ â íóæíîì íà-
ïðàâëåíèè, óïðàâëÿòü èì. Ñ ýòèõ ïîçèöèé ÎÊÇ îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷àì
êîíñòðóêòèâíîãî õàðàêòåðà è óïðàâëåíèÿ.
Îáðàòíûå êðàåâûå çàäà÷è àýðîãèäðîäèíàìèêè (ÎÊÇÀ), ñ îäíîé
ñòîðîíû, ïîñëóæèëè îòïðàâíîé òî÷êîé â ñîçäàíèè îáùåé òåîðèè îá-
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ðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ (ðàçäåë êîòîðîé îíè è ñîñòàâëÿþò), è, ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, èçó÷àëèñü ñàìîñòîÿòåëüíî â ñèëó èõ ñïåöèôè÷íîñòè è
øèðîêèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Â ÎÊÇÀ ðå÷ü èäåò íå îá èçó-
÷åíèè ñâîéñòâ ãîòîâîãî îáúåêòà, à î ñîçäàíèè èíæåíåðíûõ àýðîäè-
íàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ çàðàíåå çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. ÎÊÇÀ îáðà-
çóþò øèðîêèé êëàññ çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìû ñïå-
öèàëüíûå ïîäõîäû è èçó÷åíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò. Îñ-
íîâîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû ïî ÎÊÇÀ ïîëó÷èëè Âåéíèã, Áåòö, Ìàí-
ãëåð, Ë.À. Ñèìîíîâ, Ã. Ã. Òóìàøåâ, Ëàéòõèëë, Â.Ì. Øóðûãèí, Âóäñ,
Ã.Þ. Ñòåïàíîâ, Ì.Ò. Íóæèí, Ýïïëåð, Âîðòìàíí, Ëèáåê è ìíîãèå äðó-
ãèå ó÷åíûå. Ñðåäè îòå÷åñòâåííûõ èññëåäîâàòåëåé çíà÷èòåëüíîå êîëè-
÷åñòâî ðàáîò âûïîëíåíî ó÷åíûìè ÖÀÃÈ èì. Í. Å. Æóêîâñêîãî è Êà-
çàíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Àíàëèç âûïîëíåííûõ ðàáîò ïîçâîëèë âûÿâèòü
îáùèå òåíäåíöèè ðàçâèòèÿ òåîðèè è ïðèëîæåíèé ÎÊÇÀ, ïîäðîáíî
èçëîæåííûå â [3436, 109].
Óêàçàííûå âûøå èññëåäîâàíèÿ ïî ÎÊÇA âíåñëè ñóùåñòâåííûé
âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé æèäêîñòè
(ïðåæäå âñåãî, èäåàëüíîé è íåñæèìàåìîé) èëè ãàçà (êàê ïðàâèëî, ïðè
äîçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ).
Òåîðèÿ ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè  íàèáîëåå ðàçâèòûé ðàçäåë ñîâðåìåííîé ãèäðîìåõàíèêè. Îáú-
ÿñíÿåòñÿ ýòî äâóìÿ îáñòîÿòåëüñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, äàííàÿ òåîðèÿ èìååò
ðÿä âàæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé è äàåò âïîëíå ïðèåìëåìûå
ðåçóëüòàòû â òåõ îáëàñòÿõ èññëåäîâàíèÿ, ãäå âÿçêîñòüþ æèäêîñòè ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ñòðóéíûå è êàâèòàöèîííûå òå÷åíèÿ,
ïîâåðõíîñòíûå âîëíû íà âîäå, òå÷åíèÿ îêîëî êðûëîâûõ ïðîôèëåé.
Âî-âòîðûõ, ïðè èññëåäîâàíèè ïëîñêèõ çàäà÷ ìîæíî ñ óñïåõîì èñïîëü-
çîâàòü ðàçâèòûé àïïàðàò òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî,
÷òî ïîçâîëÿåò âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èòü òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå çàäà÷è, à çàòåì âñåñòîðîííå ïðîàíàëèçèðîâàòü åãî. Òàêîé àíàëèç
ïîäðàçóìåâàåò óñòàíîâëåíèå îáëàñòåé èçìåíåíèÿ èñõîäíûõ îïðåäåëÿþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è èññëåäîâàíèå â ýòèõ îáëàñòÿõ ïîâåäåíèÿ îñ-
íîâíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê (ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç);
íàõîæäåíèå ïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ îáòåêàíèÿ, ò. å. òàêèõ ðåæèìîâ, äëÿ
êîòîðûõ çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ïðèáëèæàþòñÿ ê ãðàíè-
öå îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ; îïòèìèçàöèþ èçó÷àåìûõ ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêèõ ôîðì íà îñíîâå èìåþùèõñÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè ñóùåñòâåííî
íåëèíåéíî è òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå èñêëþ-
÷åíèåì, ÷åì ïðàâèëîì. Ïîýòîìó âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò âîïðîñû ñó-
ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çà-
äà÷. Ïðè èññëåäîâàíèè ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé çäåñü äîñòèãíóòû
âïå÷àòëÿþùèå óñïåõè áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ òåîðèè ôóíêöèé
è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè ïëîñêèõ
çàäà÷ ãèäðîìåõàíèêè èäåàëüíîé æèäêîñòè èçëîæåíî âî ìíîãèõ ó÷åá-
íèêàõ è ìîíîãðàôèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [70, 73, 77, 79, 113]).
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Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèé â íàñòîÿùåé êíèãå ñëóæàò âàðèà-
öèîííûå ÎÊÇ. Ìû èñïîëüçóåì òåðìèí ¾âàðèàöèîííûå îáðàòíûå êðàå-
âûå çàäà÷è¿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òàêîãî êëàññà äâóìåðíûõ (ïëîñêèõ) êðà-
åâûõ çàäà÷ ñ íåèçâåñòíûìè ãðàíèöàìè, â êîòîðûõ èñêîìûìè ÿâëÿþòñÿ
êàê ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
òàê è ñàìà îáëàñòü D åãî îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ îáëàäàåò
íåêîòîðûì ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâîì, à íà ãðàíèöå @D çàäàåòñÿ îäíî
êðàåâîå óñëîâèå (êàê â ïðÿìûõ çàäà÷àõ). Ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî îá-
ëàñòè D âûðàæàåòñÿ â âèäå òðåáîâàíèÿ ìàêñèìèçàöèè (ìèíèìèçàöèè)
çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà J (îáû÷íî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ).
Âìåñòå ñ òåì, ñàìà ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ýëåìåíòîì ðåøåíèÿ, è,
ñëåäîâàòåëüíî, ýòè çàäà÷è ïðèìûêàþò ê êðàåâûì çàäà÷àì ñ íåèçâåñò-
íûìè ãðàíèöàìè.
Ïî ñâîåé ïîñòàíîâêå íàçâàííûå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû,
ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ (íàïðèìåð, [115, 124]), ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè
ïàðàìåòðàìè (ñì. [80]), à ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà
ïîçâîëÿåò ñâåñòè èõ ê çàäà÷àì êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëå-
íèÿ. Ïðè ýòîì íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé
ìîæåò ñóùåñòâåííî èçìåíÿòü êàðòèíó ðàçðåøèìîñòè çàäà÷. Ïîýòîìó
íóæíî îïðåäåëèòü, êàêèå ôóíêöèîíàëû öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü
è êàêèå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íóæíî ïðèâëåêàòü. Èç îáùèõ
ñîîáðàæåíèé îòâåòû íà ýòè âîïðîñû íàéòè çàòðóäíèòåëüíî. Âìåñòå
ñ òåì, åñòåñòâåííûì èñòî÷íèêîì âàðèàöèîííûõ ÎÊÇ ÿâëÿþòñÿ òåîðèè,
ñâÿçàííûå ñ ìîäåëèðîâàíèåì ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé (íàïðèìåð, òå÷åíèé
æèäêîñòè èëè ãàçà â êëàññè÷åñêîé àýðîãèäðîäèíàìèêå).
Âàðèàöèîííûå ÎÊÇÀ ðåàëèçóþò îäèí èç ïîäõîäîâ ê îïòèìèçàöèè
àýðîäèíàìè÷åñêèõ ôîðì è â äâóìåðíîì ñëó÷àå çàêëþ÷àþòñÿ â ïî-
ñòðîåíèè ïðîôèëåé, îáëàäàþùèõ îïòèìèçèðîâàííûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè (ìàêñèìàëüíûì êîýôôèöèåíòîì ïîäúåìíîé ñèëû èëè àýðîäè-
íàìè÷åñêèì êà÷åñòâîì, ìèíèìàëüíûì êîýôôèöèåíòîì ñîïðîòèâëåíèÿ
è äð.). Â ñëó÷àå òå÷åíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ÈÍÆ)
èëè äîçâóêîâîãî òå÷åíèÿ ãàçà îíè ñâîäÿòñÿ ê âàðèàöèîííûì ÎÊÇ äëÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Â ó÷åáíîì ïîñîáèè èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè âàðèà-
öèîííûõ ÎÊÇ äëÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé. Â îñíîâó ïîëîæåíû ðåçóëüòàòû,
èçëîæåííûå â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ ìîíîãðàôèè [42].
Â êàæäîé ãëàâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ êðàòêî îïèñàíû èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ
è íàèáîëåå âàæíûå àñïåêòû ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçäåëà òåîðèè. Ýòà
èíôîðìàöèÿ, à òàêæå áèáëèîãðàôè÷åñêèå ññûëêè ñîäåðæàòñÿ â êîíöå
êàæäîé èç ãëàâ. Íóìåðàöèÿ îïðåäåëåíèé, òåîðåì, ëåìì, çàìå÷àíèé,
ðèñóíêîâ è òàáëèö âåäåòñÿ â äâóçíà÷íîì âèäå: ïåðâàÿ öèôðà  íîìåð
ãëàâû, âòîðàÿ  íîìåð ïî ïîðÿäêó. Ôîðìóëû ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿä-
êå ïîÿâëåíèÿ â êàæäîì èç ðàçäåëîâ ãëàâ òðåìÿ öèôðàìè, ïåðâàÿ èç
êîòîðûõ  íîìåð ãëàâû, âòîðàÿ  íîìåð ðàçäåëà ãëàâû, à òðåòüÿ 
ïîðÿäêîâûé íîìåð ôîðìóëû.
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Ãë. 1 ñîäåðæèò îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òå÷åíèé âîêðóã
èçîëèðîâàííîãî êðûëîâîãî ïðîôèëÿ, áàçèðóþùèõñÿ íà êëàññè÷åñêèõ
ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ: èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, èäå-
àëüíîãî ãàçà è âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áîëüøèìè ÷èñëàìè
Ðåéíîëüäñà. Çäåñü æå ïðèâåäåíû ïîñòàíîâêà è ìåòîäû ðåøåíèÿ îñ-
íîâíîé ÎÊÇÀ äëÿ èçîëèðîâàííîãî êðûëîâîãî ïðîôèëÿ â ïîòîêå ÈÍÆ
èëè ãàçà ×àïëûãèíà ïðè äîçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ, óêàçàíû óñëîâèÿ ðàç-
ðåøèìîñòè è îäíîëèñòíîñòè ðåøåíèÿ ÎÊÇÀ. Ïîñòàâëåíà è èññëåäîâàíà
îñíîâíàÿ ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè; îïèñàíà ñõåìà ïîñòàíîâêè
âàðèàöèîííûõ ÎÊÇ.
Â ãë. 2 è ãë. 3 èçëîæåíà òåîðèÿ êâàçèðåøåíèé ÎÊÇÀ: ââåäåíî ïî-
íÿòèå êâàçèðåøåíèÿ è îïèñàíû ñïîñîáû åãî ïîñòðîåíèÿ; èññëåäîâàíû
âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè; èçëîæåíà òåîðèÿ êâàçèðå-
øåíèé, ó÷èòûâàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè, îïèñàíû âà-
ðèàöèîííûå ìåòîäû äëÿ çàäà÷è î êâàçèðåøåíèÿõ; ïðèâåäåíû ïðèìåðû
êâàçèðåøåíèé.
Â ãë. 4 è ãë. 5 íà áàçå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ îñíîâ-
íîé ÎÊÇÀ èññëåäîâàíû çàäà÷è àýðîäèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ôîð-
ìû êðûëîâûõ ïðîôèëåé ñ çàäàííûì ïåðèìåòðîì êîíòóðà â ïîòîêàõ
èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è âÿçêîé æèäêîñòè ñ áîëüøèìè
÷èñëàìè Ðåéíîëüäñà. Çàïèñàí îïåðàòîð, õàðàêòåðèçóþùèé ïðîôèëè
ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè, è ïîñòðîåíû ôóíêöèîíàëû, ìèíèìèçà-
öèÿ êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíà ìàêñèìèçàöèè ïîäúåìíîé ñèëû èëè àýðî-
äèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà, ìèíèìèçàöèè ïðîôèëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.
Èññëåäîâàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýêñòðåìàëüíûõ ðåøå-
íèé. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ
ïî ïîñòðîåíèþ îïòèìèçèðîâàííûõ ðåøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ óñëîâèé
áåçîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ, ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.
Ðàññìîòðåíû òàêæå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè íà àýðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû è çàäà÷è îïòèìèçàöèè äëÿ
äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè.
Â ãë. 5 èññëåäîâàíû âàðèàöèîííûå ÎÊÇÀ äëÿ äîçâóêîâîãî òå÷å-
íèÿ ãàçà, â ÷àñòíîñòè, ïîñòàâëåíû è ðåøåíû çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè
ïîäúåìíîé ñèëû èëè àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà, ìèíèìèçàöèè ïðî-
ôèëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ èçîëèðîâàííîãî ïðîôèëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìîäåëåé ãàçà ×àïëûãèíà è ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Çäåñü æå èññëåäîâàíà
çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Ìàõà äëÿ íåñóùèõ êðûëîâûõ
ïðîôèëåé: ïîëó÷åíà òî÷íàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ýòîãî ÷èñëà äëÿ ðàñøè-
ðåííîãî êëàññà òå÷åíèé, âêëþ÷àþùåãî íåîäíîëèñòíûå, óêàçàí ñïîñîá
ïîñòðîåíèå ôèçè÷åñêè ðåàëüíûõ îïòèìèçèðîâàííûõ ïðîôèëåé, äàíû
íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ.
Â ãë. 6 âûíåñåíû âîïðîñû î ñïîñîáàõ çàäàíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêè
öåëåñîîáðàçíûõ èñõîäíûõ äàííûõ âàðèàöèîííûõ ÎÊÇÀ: ðàñïðåäåëåíèé
ñêîðîñòè è óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ ìîäåëåé îò-
ñóòñòâèå îòðûâà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðè îáòåêàíèè ïðîôèëåé. Çäåñü æå
ðåøåíû çàäà÷è îïòèìèçàöèè: äëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêè öåëåñîîáðàçíûõ
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ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè â ÎÊÇÀ ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé áåçîòðûâ-
íîãî îáòåêàíèÿ ñ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì íàéäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè,
îáåñïå÷èâàþùèå ìàêñèìóì ïîäúåìíîé ñèëû ïðè îáòåêàíèè ïðîôèëÿ
ïðè ðàñ÷åòíîì óãëå àòàêè èëè æå ñ ó÷åòîì äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ ýòîãî
óãëà.
Àâòîð íàäååòñÿ, ÷òî êíèãà áóäåò ïîëåçíà íå òîëüêî àýðîãèäðîäè-
íàìèêàì, íî è ìàòåìàòèêàì, èíòåðåñóþùèìñÿ ïðèëîæåíèÿìè òåîðèè
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, à òàêæå èíæåíåðàì, ðàáîòàþùèì â îáëàñòè
îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ó ÷èòàòåëÿ ïðåäïîëàãà-
åòñÿ íàëè÷èå çíàíèé ïî ìåõàíèêå æèäêîñòè è ãàçà, ïî òåîðèè ôóíêöèé
è ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó.
Çàìå÷àíèÿ è ïîæåëàíèÿ ïî óòî÷íåíèþ è äîïîëíåíèþ òåêñòà ó÷åá-
íîãî ïîñîáèÿ àâòîð ïðèìåò ñ ïðèçíàòåëüíîñòüþ.
Ã ë à â à 1
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÒÅ×ÅÍÈÉ È
ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È
1.1. Ìîäåëü èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷
1.1.1. Ìîäåëü èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â ôèçè-
÷åñêîé ïëîñêîñòè z = x + i y (ðèñ. 1.1, à) íåïðîíèöàåìûé êðûëîâîé
ïðîôèëü ïëàâíî (áåçîòðûâíî) îáòåêàåòñÿ óñòàíîâèâøèìñÿ áåçâèõðå-
âûì ïîòîêîì èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ÈÍÆ). Ïîòîê íà
áåñêîíå÷íîñòè ñ÷èòàåì îäíîðîäíûì, íàïðàâëåííûì ãîðèçîíòàëüíî. Âå-
ëè÷èíà ñêîðîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè v1 = 1, à ïëîòíîñòü æèäêîñòè
 = 1 = 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gz îáëàñòü òå÷åíèÿ, ñîäåðæàùóþ áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííóþ òî÷êó. Êîíòóð Lz ïðîôèëÿ ÿâëÿåòñÿ ñïðÿìëÿåìûì (ñ ïåðèìåò-
ðîì L = 2), çàìêíóòûì è ãëàäêèì çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, çàäíåé
êðîìêè B (z = 0), ãäå çàäàí âíóòðåííèé ê îáëàñòè òå÷åíèÿ óãîë, ðàâ-
íûé ", " 2 [1, 2] (ïðè " = 1 ïîëó÷èì âñþäó ãëàäêèé êîíòóð). Íà÷àëî
âûáðàííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé B, à îñü
àáñöèññ ïàðàëëåëüíà âåêòîðó ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà.
Êàê èçâåñòíî, õîðäîé ïðîôèëÿ íàçûâàåòñÿ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé
çàäíþþ êðîìêó B ñ íàèáîëåå óäàëåííîé îò íåå òî÷êîé C ñ êîîðäèíàòà-
ìè (x0, y0) (äëÿ ôèçè÷åñêè ðåàëüíûõ ïðîôèëåé õîðäà îïðåäåëÿåòñÿ îä-
íîçíà÷íî). Îáîçíà÷èì ÷åðåç b äëèíó õîðäû, à ÷åðåç   óãîë àòàêè (ïî
îïðåäåëåíèþ ýòî óãîë ìåæäó õîðäîé ïðîôèëÿ è íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè
íàáåãàþùåãî ïîòîêà, ñì. ðèñ. 1.1, à). Â ñèëó ââåäåííûõ îïðåäåëåíèé
èìååì
b = (x20 + y
2
0)
1=2,  =   arctg y0
x0
: (1.1.1)
×àñòî êðûëîâûå ïðîôèëè ðàñïîëàãàþò òàê, ÷òî îñü àáñöèññ íà-
ïðàâëåíà âäîëü èõ õîðäû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x0, y0) êîîðäèíàòû â ýòîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ñ ó÷åòîì (1.1.1) ïåðåõîä ê íåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå




Ìàêñèìàëüíàÿ òîëùèíà ïðîôèëÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê äëèíà íàèáîëü-
øåãî îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî äâå òî÷êè êîíòóðà ïðîôèëÿ è ïåðïåíäè-
êóëÿðíîãî õîðäå. Îòíîñèòåëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ òîëùèíà tmax  îòíî-
øåíèå ìàêñèìàëüíîé òîëùèíû ïðîôèëÿ ê åãî õîðäå (÷àñòî âûðàæàåòñÿ
â ïðîöåíòàõ).
Äóãîâàÿ êîîðäèíàòà s êîíòóðà ïðîôèëÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò s = 0 â
òî÷êå B äî s = L â íåé æå òàê, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè s âäîëü Lz îáëàñòü
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òå÷åíèÿ îñòàåòñÿ ñëåâà. Â êà÷åñòâå ìàñøòàáà äëèí âûáåðåì ïîëóïåðè-
ìåòð êîíòóðà L=2 = 1 (äëÿ ðåàëüíûõ ïðîôèëåé îí ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò
äëèíû b èõ õîðäû).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé Æóêîâñêîãî×àïëûãèíàÊóòòà ñ÷èòà-
åì, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñõîäà ïîòîêà è ñêîðîñòü v â íåé êîíå÷íà:
ðàâíà íóëþ ïðè " 2 [1, 2), îòëè÷íà îò íóëÿ ïðè " = 2 (òèïè÷íûé âèä
ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.1, á; øòðèõîâûå ëèíèè


















Ðèñ. 1.1. Ê ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷: àêðûëîâîé ïðîôèëü â ôèçè÷åñêîé



























ãäå z = x  i y (çäåñü è äàëåå ÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå).
Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î áåçâèõðåâîì õàðàêòåðå îáòåêàíèÿ ïîòåí-





= 0, z 2 Gz,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ââåäåì êîìïëåêñ-
íûé ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ
w(z) = '(x, y) + i (x, y), (1.1.3)
ãäå  (x, y)  ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (ôóíêöèÿ òîêà), ñîïðÿæåííàÿ
ê '(x, y). Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ôóíêöèÿ w(z)  àíà-
ëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè òå÷åíèÿ Gz (âî âíåøíîñòè ïðîôèëÿ) è óäî-













ò. å. @w=@z = 0:
Â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w(z) áóäåò ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèåé èç-çà ìíîãîçíà÷íîñòè ôóíêöèè ïîòåíöèàëà '(x, y). Èçáå-
12 Ãë. 1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è êðàåâûå çàäà÷è
æàòü ýòîé òðóäíîñòè ìîæíî, èñïîëüçîâàâ ïðîèçâîäíóþ êîìïëåêñíîãî










ÿâëÿþùóþñÿ îäíîçíà÷íîé è àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â îáëàñòè Gz.
Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî, îïðåäåëÿåìîå ìîäåëüþ ÈÍÆ: ïîòåí-
öèàë ñêîðîñòè ïîòîêà â èñõîäíîé ôèçè÷åñêîé îáëàñòè òå÷åíèÿ ïîñëå
êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåéäåò â ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ïîòîêà â
ïðåîáðàçîâàííîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì áóäóò ðàâíû çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà
ñêîðîñòè â ïåðâîíà÷àëüíîì è ïðåîáðàçîâàííîì ïîòîêàõ â òî÷êàõ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó ïðè êîíôîðìíîì ïðåîáðàçîâàíèè.
Îïèñàííîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ êðà-
åâûõ çàäà÷ ñ íåèçâåñòíûìè ãðàíèöàìè òàê íàçûâàåìûé ñïîñîá ñîïî-
ñòàâëåíèÿ ïëîñêîñòåé. Âçÿâ òå÷åíèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêî-
ñòè â êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè (íàïðèìåð, îáòåêàíèå åäèíè÷íîãî êðóãà) è
ñîïîñòàâèâ åìó òå÷åíèå â ðàññìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé îáëàñòè, ìîæíî
óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó äóãîâûìè àáñöèññàìè èñêîìîãî êîíòóðà
è ãðàíèöû êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè (â ÷àñòíîñòè, åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè)
è ñâåñòè çàäà÷ó ñ íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé ê ðåøåíèþ ïðÿìîé çàäà÷è (â
÷àñòíîñòè, çàäà÷è Øâàðöà) â êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè.
Êàæäûé ïðîôèëü, îáòåêàåìûé ïîòîêîì æèäêîñòè èëè ãàçà, èìååò
îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê: ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñêîðîñòè v è äàâëåíèÿ p ïî êîíòóðó ïðîôèëÿ (èëè, ÷òî èñïîëüçó-







ãäå p1  äàâëåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè), à òàêæå ðåçóëüòèðóþùèõ ñèë
è ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà ïðîôèëü. Èç ïðèíÿòîé ìîäåëè ÈÍÆ
ñëåäóþò ïðîñòûå ôîðìóëû ðàñ÷åòà ýòèõ õàðàêòåðèñòèê.










ãäå p0  âåëè÷èíà äàâëåíèÿ â òî÷êå òîðìîæåíèÿ ïîòîêà. Â ðàìêàõ
ìîäåëè ÈÍÆ  = 1  const , ïîýòîìó èç (1.1.4) ïîëó÷èì
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Íåïîñðåäñòâåííûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñèë è ìîìåíòîâ ñîñòîèò â











p[(x  x0) dx+ (y   y0) dy]:
(1.1.6)
Çäåñü X, Y  ïðîåêöèè ðåçóëüòèðóþøåé ñèëû R = X + iY íà îñè
êîîðäèíàò, Mz  ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî ïåðåäíåé êðîìêè, à èí-
òåãðèðîâàíèå ïðîâåäåíî âäîëü êîíòóðà Lz â íàïðàâëåíèè ðîñòà s.

















òî ïðèäåì ê âûðàæåíèÿìeCx = b 1 I
Lz






cp[(x  x0) dx+ (y   y0) dy]:
(1.1.8)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç v(s) ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè ïîòîêà íà êîíòóðå Lz
êàê ôóíêöèþ äóãîâîé àáñöèññû (ðèñ. 1.1, á). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ
òå÷åíèÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ v(s) îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå A
ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà (s = s) è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé
òî÷êå (ïîñëåäíåå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåòñÿ ãëàäêîñòüþ Lz â òî÷êå A).
Çíàê v(s) ñâÿæåì ñ íàïðàâëåíèåì îáõîäà è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî v(s) <
< 0 ïðè s 2 (0, s), ãäå âåêòîð ñêîðîñòè íàïðàâëåí ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ
îáõîäà, è v(s) > 0 ïðè s 2 (s,L). Êðîìå òîãî, v(L) =  v(0) = v 6= 0
ïðè " = 2 (áåñêîíå÷íî òîíêàÿ êðîìêà), v(0) = v(L) = 0 ïðè " 2 [1, 2)
(øòðèõîâûå ëèíèè â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê s = 0 è s = L íà ðèñ. 1.1, á).
Âåëè÷èíà " ñâÿçàíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòè: v(s)   Cs2=" 1 â
îêðåñòíîñòè òî÷êè s = 0, v(s)  C(L   s)2=" 1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè
s = L, C = const > 0.





Ôîðìóëû (1.1.6), (1.1.8) òðåáóþò äëÿ íàõîæäåíèÿ àýðîäèíàìè÷å-
ñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå âäîëü êîíòóðà ïðîôèëÿ.
Îäíàêî ìîäåëü ÈÍÆ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ýòîò ðàñ÷åò.
Â èòîãå èìååì (ñì. [35, 109]) X   iY =  i1v1 : Çíà÷èò, ñèëà ñîïðî-
14 Ãë. 1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è êðàåâûå çàäà÷è
òèâëåíèÿ X ðàâíà íóëþ (èçâåñòíûé ïàðàäîêñ Äàëàìáåðà), à ïîäúåìíàÿ
ñèëà ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå
Y = 1v1  (1.1.9)
(òåîðåìà Æóêîâñêîãî î ïîäúåìíîé ñèëå). Îòñþäà è èç (1.1.7) íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî eCy = 2 
b
: (1.1.10)
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà eCy íóæíî çíàòü âåëè-
÷èíû   è b öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè è äëèíû õîðäû.
Óêàæåì äðóãîé ñïîñîá çàäàíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû.











Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è v1 = 1, L = 2. Èñïîëüçîâàíèå
ôîðìóëû (1.1.11) íå òðåáóåò çíàíèÿ âåëè÷èíû b, ÷òî ñóùåñòâåííî,
êîãäà ôîðìà ïðîôèëÿ çàðàíåå íå èçâåñòíà (êàê â îáðàòíûõ çàäà÷àõ,
ñì. ðàçä. 1.4). Êðîìå òîãî, åñëè ó÷åñòü, ÷òî b  L=2, îñîáåííî äëÿ
äîñòàòî÷íî òîíêèõ ñëàáî èçîãíóòûõ ïðîôèëåé, òî ïîëó÷èì, ÷òî â ýòîé
ñèòóàöèè êîýôôèöèåíòû (1.1.10) è (1.1.11) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.












êîòîðûé áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè ó÷åòå âÿçêîñòè ïîòîêà â ïðèáëèæåíèè
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (ÏÑ).
Åùå îäíà õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü ìîäåëè ÈÍÆ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
èçâåñòíûå àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîôèëÿ äëÿ íåêîòîðîãî
ðåæèìà îáòåêàíèÿ (, v1) íåòðóäíî ïåðåñ÷èòàòü íà äðóãèå çíà÷åíèÿ
óãëà àòàêè 1 è ñêîðîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè v11. Îïèñàíèå ýòîãî
ñâîéñòâà ïðèâåäåíî íèæå â ï. 1.4.3.
1.1.2. Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷. Â ñèëó ïðèíÿòûõ äîïóùåíèé
êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w(z) â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè èìååò âèä







Òàê êàê êîíòóð Lz ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðîíèöàåìûì, íà íåì ïðîèçâîäíàÿ
ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè ïî âíåøíåé íîðìàëè @'=@n = 0. Â ñèëó óñëîâèé
ÊîøèÐèìàíà @'=@n = @ =@s, ò. å.  = const íà Lz. Ïðèìåì íà




v(s) ds, s 2 [0,L]: (1.1.14)
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Îáîçíà÷èì '1 = '(L), '0 = '(0), òîãäà   = '1   '0. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ôóíêöèè w(z), àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Gz è íåïðåðûâíîé â
çàìêíóòîé îáëàñòè Gz, íà ãðàíèöå Lz èìååì
Rew(z)jLz = '(s), Imw(z)jLz = 0, s 2 [0,L], (1.1.15)
ãäå Re è Im îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ
÷àñòè êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè.
Åñëè êîíòóð Lz çàäàí, èìååì ïðÿìóþ êðàåâóþ çàäà÷ó  çàäà÷ó îá
îïðåäåëåíèè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè w(z) ïî âòîðîìó êðàåâîìó óñëî-
âèþ â (1.1.15). Ïåðâîå óñëîâèå ñëóæèò äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñêîðîñòè v(s) = '0(s).
Åñëè æå Lz  èñêîìûé êîíòóð ôèêñèðîâàííîãî ïåðèìåòðà L è íà
íåì çàäàíà ôóíêöèÿ
v = v(s), s 2 [0,L], (1.1.16)
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïåðå÷èñëåííûì âûøå óñëîâèÿì, à òàêæå óñëîâèÿì
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé öåëåñîîáðàçíîñòè, ðå÷ü î êîòîðûõ ïîéäåò íèæå,
èìååì êðàåâóþ çàäà÷ó ñ íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé. Â ñèëó (1.1.15)
îíà ýêâèâàëåíòíà âíåøíåé îáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷å (ñì. [12]) äëÿ
ôóíêöèè w(z), àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Gz, íåïðåðûâíîé â çàìêíóòîé
îáëàñòè Gz è èìåþùåé â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ïðîñòîé ïîëþñ è
ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü, à íà èñêîìîé ãðàíèöå Lz  èçâåñòíîå
çíà÷åíèå. Ïîýòîìó áóäåì íàçûâàòü åå îáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷åé
àýðîãèäðîäèíàìèêè (ÎÊÇÀ).
Êàê èçâåñòíî [35],[36],[109], ïðè ïîñòàíîâêå ÎÊÇÀ âîçìîæíû ðàç-
ëè÷íûå ñïîñîáû ïàðàìåòðèçàöèè èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè.
Îáðàòíóþ çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðèçàöèåé (1.1.16) (ïî äóãîâîé àáñöèññå s)
íàçûâàþò îñíîâíîé, òàê êàê îíà îêàçàëà çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà
ðàçâèòèå îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Êðîìå
òîãî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ
îñíîâíîé ÎÊÇÀ ñëóæèò áàçîé äëÿ ïîñòàíîâêè âàðèàöèîííûõ àýðîäè-
íàìè÷åñêèõ çàäà÷.
1.2. Ó÷åò ñæèìàåìîñòè ïîòîêà ïðè äîçâóêîâîì
òå÷åíèè
1.2.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â îáëàñòè ãîäîãðàôà ñêîðîñòè.
Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå ñîâåðøåííîãî ãàçà â êàêîé-ëèáî
îáëàñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé õàðàêòåðíîé òî÷êå, íàïðè-
ìåð, íà áåñêîíå÷íîñòè ) èçâåñòíû ñêîðîñòü v1, äàâëåíèå p1 è ïëîò-
) Âûáîð áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîé âîâñå íå
îáÿçàòåëåí: òàêîâîé ìîæåò áûòü ëþáàÿ òî÷êà, ãäå çàðàíåå èçâåñòíû ñêîðîñòü,
äàâëåíèå è ïëîòíîñòü.
16 Ãë. 1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è êðàåâûå çàäà÷è
íîñòü 1. Äâèæåíèå ãàçà ñ÷èòàåì àäèàáàòè÷åñêèì, òîãäà äàâëåíèå p è
ïëîòíîñòü  ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
p
{
= const , (1.2.1)
ãäå {  ïîêàçàòåëü àäèàáàòû (äëÿ âîçäóõà, êàê èçâåñòíî, { = 7=5).
Îïðåäåëèì ÷èñëî Ìàõà M1 íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ àäèàáàòè÷åñêî-














Ïóñòü p0 è 0  äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ãàçà â òî÷êå òîðìîæåíèÿ,
v  ñêîðîñòü ïîòîêà, a  êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà,  = v=a 
ïðèâåäåííàÿ ñêîðîñòü; p = p=p0 è  = =0  áåçðàçìåðíûå äàâëåíèå
è ïëîòíîñòü. Ïðè çàäàííûõ v1, p1 è 1 ïàðàìåòðû a, p0 è 0 ÿâ-
ëÿþòñÿ ôèçè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè, êîòîðûå ëåãêî íàéòè ïî èçâåñòíîìó
÷èñëó M1. Çàïèøåì àäèàáàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé Áåðíóëëè (1.1.4) è àäèàáàòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè










































ãäå h2 = ({ + 1)=({   1). Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâèâ â ïðàâûå ÷àñòè
ðàâåíñòâ (1.2.4) è (1.2.5) âåëè÷èíó M1, íàéäåì p1 = p1=p0 è
1 = 1=0, à çàòåì îïðåäåëèì ïîñòîÿííûå a, p0 è 0.
Âìåñòî âåêòîðà ñêîðîñòè v áóäåì èñêàòü âåêòîð ïðèâåäåííîé ñêî-
ðîñòè l = v=a ñ êîìïîíåíòàìè x è y. Äëÿ ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè














































ïîëó÷èì â îáëàñòè òå÷åíèÿ çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.2.9),
(1.2.10) äëÿ îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ',  ,  è , ãäå ñâÿçü
ìåæäó  è  çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (1.2.6). Áåçðàçìåðíîå äàâëåíèå p
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ àäèàáàòû (1.2.1), êîòîðîå äëÿ âåëè÷èí p, 
ïðèîáðåòàåò âèä
p = {: (1.2.11)
Íàçâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, è åå ðåøåíèå
çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòñÿ, åñëè ñîãëàñíî Ñ.À. ×àïëûãèíó (ñì. [26, 91])
ïåðåéòè îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x è y â îáëàñòè òå÷åíèÿ ê íîâûì
íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì  è # â îáëàñòè ãîäîãðàôà ñêîðîñòè, ãäå # 
óãîë íàêëîíà âåêòîðà l ê îñè x. Ïåðåõîä ê íîâûì ïåðåìåííûì ìîæíî










êîòîðîå âûòåêàåò èç (1.2.9). Çäåñü z = x+ i y  êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåí-


























Òåïåðü îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó äâóõ ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé (1.2.13) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ '(,#),  (,#),
ãäå  íàõîäèòñÿ èç (1.2.6).
Äëÿ ðàñ÷åòà àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåîáõîäèì êîýôôè-












1  2({   1)=({ + 1)





Ñ.À. ×àïëûãèí [84] ïðåäëîæèë äâà ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(1.2.13): òî÷íûé è ïðèáëèæåííûé. Òî÷íûé ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí
ê äîñòàòî÷íî øèðîêîìó êëàññó çàäà÷ î òå÷åíèÿõ ñæèìàåìîé æèäêîñòè,
îãðàíè÷åííûõ ñâîáîäíûìè ïîâåðõíîñòÿìè è ïîëèãîíàëüíûìè òâåðäû-
ìè ñòåíêàìè. Îáçîð ðàáîò, âûïîëíåííûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè, ìîæíî
íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [26, 83].
Íèæå â îñíîâíîì èññëåäóþòñÿ òå÷åíèÿ ñ êðèâîëèíåéíûìè òâåðäû-
ìè ãðàíèöàìè. Áîëåå òîãî, ôîðìà ýòèõ ãðàíèö íå èçâåñòíà çàðàíåå
è äîëæíà îïðåäåëèòüñÿ â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Ïîýòîìó
18 Ãë. 1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è êðàåâûå çàäà÷è
ïåðñïåêòèâà ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé áàçèðóåòñÿ íà ïðèìå-
íåíèè ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2.13).
1.2.2. Ìîäåëü ãàçà ×àïëûãèíà. Ïðèáëèæåííûé ìåòîä Ñ. À. ×à-
ïëûãèíà ñîñòîèò â àïïðîêñèìàöèè àäèàáàòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè





ãäå A > 0 è B  ïîñòîÿííûå. Ãàç, â êîòîðîì ñâÿçü ìåæäó äàâëåíèåì è
ïëîòíîñòüþ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (1.2.15), íàçûâàþò ãàçîì ×àïëûãèíà.





















d = 0: (1.2.17)




, ãäå c2 =
{
2A({ + 1) > 0, (1.2.18)
ïðè÷åì ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïàðàìåò-


















Ïðè ýòîì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w = ' + i áóäåò àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèåé ïåðåìåííîé  = S   i#. Ïåðåõîä â ôèçè÷åñêóþ ïëîñêîñòü
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
dz = exp( ) dw   c2exp() dw (1.2.21)
(íàïîìíèì, ÷òî ÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå), êîòîðàÿ ñëå-
äóåò èç (1.2.12).
Ââåäåì íîâóþ êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ z1 = x1 + i y1, ñâÿçàí-
íóþ ñ w è  ñîîòíîøåíèåì dz1 = exp( ) dw: Îáëàñòü èçìåíåíèÿ
ýòîé ïåðåìåííîé íàçûâàþò îáëàñòüþ ôèêòèâíîãî òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè. Òîãäà dw= dz1 = exp  êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ ñêîðîñòü
1.2. Ó÷åò ñæèìàåìîñòè 19
ôèêòèâíîãî òå÷åíèÿ,  = expS  ìîäóëü ýòîé ñêîðîñòè. Èç ôîðìóë













Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êàêèì-òî ñïîñîáîì ïîñòðîåíà îáëàñòü







è íàéäåí êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w òå÷åíèÿ â ýòîé îáëàñòè. Òîãäà
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1.2.21) ìîæåì íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü
òå÷åíèÿ ãàçà ×àïëûãèíà è ïî ïåðâîé è òðåòüåé èç ôîðìóë (1.2.22)
ïîñòðîèòü ïîëÿ ñêîðîñòåé è ïëîòíîñòåé äëÿ ýòîãî ãàçà. Íàêëîí âåêòîðà
ñêîðîñòè ê âåùåñòâåííîé îñè, çàäàâàåìûé óãëîì #, â îáîèõ ïîòîêàõ
îäèíàêîâ.
Âûáîð óãëà íàêëîíà ïðÿìîé (1.2.15) èëè, ÷òî ðàâíîçíà÷íî, ïà-
ðàìåòðà c2 ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè (ñì., íàïðè-
ìåð, [35, c. 61]). Ñ.À. ×àïëûãèí çàìåíÿë àäèàáàòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü
p = p(1=) êàñàòåëüíîé ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé â òî÷êå  = 1, p = 1
òîðìîæåíèÿ ïîòîêà. Â ýòîì ñëó÷àå A = { è c2 = 1=[2({ + 1)]. Ïàðàìåòð
c2 ìîæíî âûáèðàòü èç óñëîâèÿ íàèëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè àäèàáàòè-
÷åñêîé çàâèñèìîñòè (1.2.6) ìåæäó ïðèâåäåííîé ñêîðîñòüþ  è áåçðàç-
ìåðíîé ïëîòíîñòüþ  ïðèáëèæåííîé çàâèñèìîñòüþ (1.2.18). Ïðè òàêîì
âûáîðå ñóùåñòâåíåí äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé . Â ÷àñòíîñòè,
Ã.Þ. Ñòåïàíîâ (ñì. [81, ï. 24]) ïðåäëîæèë óíèâåðñàëüíîå çíà÷åíèå
c2 = 0,296. Íàøè ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (1.2.18) ïî îòíîøåíèþ ê (1.2.6) â äèàïàçîíå
0 <  < 0,89 ñîñòàâëÿåò âñåãî 2,3%.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè àïïðîêñèìàöèè (1.2.15) è ñîõðàíåíèè çíà÷åíèé
ñêîðîñòè  â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ ïîòîêà äàâëåíèå è ïëîòíîñòü â ýòèõ
òî÷êàõ, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíÿþòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî (1.2.18) â
òî÷êå òîðìîæåíèÿ ïëîòíîñòü  = 0, îäíàêî, ÷òîáû p = p0, íåîáõîäèìî
çàäàòü B = 1+A. Ïóñòü B = 1+A, íî òîãäà âîâñå íå îáÿçàòåëüíî, ÷òî
äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ñîõðàíÿò ñâîè çíà÷åíèÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé
òî÷êå. Áóäåì îòìå÷àòü ýòè íîâûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè â õà-
ðàêòåðíûõ òî÷êàõ ïîòîêà çâåçäî÷êîé. Ñîãëàñíî (1.2.15), (1.2.18) íîâûå















à ðàçìåðíûå  p
0
= p0p0, p1 = p

1p0, 1 = 

10.
20 Ãë. 1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è êðàåâûå çàäà÷è
Ïðèâåäåì åùå îäèí âàðèàíò âûáîðà ïîñòîÿííîé c2, êîòîðûé â ñî-
÷åòàíèè ñ èçëîæåííîé íèæå ìîäèôèêàöèåé ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà
îêàçàëñÿ ýôôåêòèâíûì ïðè ðåøåíèè îïòèìèçàöèîííîé ñòðóéíîé çà-
äà÷è î ôîðìå îïòèìàëüíîãî íåïðîíèöàåìîãî ïàðàøþòà â äîçâóêîâîì
ïîòîêå ãàçà. Áóäåì âûáèðàòü c2 òàê, ÷òîáû 1 = 

1. Òîãäà èç (1.2.18)







Íà ðèñ. 1.2 íàêëîííîé øòðèõîâîé ëèíèåé ïîêàçàí ðåçóëüòàò çà-
ìåíû àäèàáàòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè p = p(1=) ïðÿìîé (1.2.15), êîãäà
c2 âûáèðàåòñÿ ïî ñïîñîáó (1.2.25), B = A + 1 è M1 = 0:8. Èç óðàâ-
íåíèÿ Áåðíóëëè (1.2.17) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èñòèííîãî àäèàáàòè÷åñêîãî
ïðîöåññà êâàäðàò ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè  ïðîïîðöèîíàëåí ïëîùàäè












Ðèñ. 1.2. Àïïðîêñèìàöèÿ àäèàáàòû äëÿ M1 = 0,8, { = 7=5
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè {=({ + 1). Ïðè àïïðîêñèìàöèè ïðàâàÿ ñòåíêà
êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè çàìåíÿåòñÿ ïðÿìîé, è ñêîðîñòü 1 òåïåðü
ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè íîâîé òðàïåöèè, ãðàíèöû êîòîðîé ïîêàçàíû
øòðèõîâîé ëèíèåé. ×òîáû â òî÷êå  = 1 ñêîðîñòü ïðè àïïðîêñè-
ìàöèè ïîëó÷èëàñü ðàâíîé èñòèííîìó çíà÷åíèþ 1, íåîáõîäèìî ðà-
âåíñòâî ïëîùàäåé íîâîé è ñòàðîé òðàïåöèé. Ýòî ïðèâîäèò ê óâåëè-
÷åíèþ çíà÷åíèÿ p1. Íàïðèìåð, ïðè M1 = 0,8 èñòèííûå çíà÷åíèÿ
áåçðàçìåðíûõ ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ áóäóò ñîîòâåòñòâåííî 1 = 0,7400
è p1 = 0,6560. Ïðè àïïðîêñèìàöèè æå ïîëó÷èì p

1 = 0,6622, ÷òî
ïðèìåðíî íà 1% áîëüøå èñòèííîãî çíà÷åíèÿ p1.
Êîýôôèöèåíò äàâëåíèÿ, âû÷èñëåííûé ÷åðåç çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè è
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Èç (1.2.15) ïîëó÷èì











1+ [(1+ 4c22)=(1+ 4c221)]
1=2
:
Îòñþäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (1.2.16), (1.2.18), (1.2.24) âûâåäåì
Cp =
2(1  2=21)
1+ [(1+ 4c22)=(1+ 4c221)]
1=2
, (1.2.26)
ïðè÷åì ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà àïïðîêñèìà-
öèè B.
Êàê ïîêàçàíî Ë.È. Ñåäîâûì [78], äëÿ êðûëîâîãî ïðîôèëÿ, îáòåêàå-
ìîãî íåïðåðûâíî ïîòîêîì ãàçà ïðè óñëîâèå áàðîòðîïèè (ãàç ×àïëûãèíà
óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ), ñïðàâåäëèâû ïàðàäîêñ Äàëàìáåðà è
ôîðìóëà Æóêîâñêîãî î ïîäúåìíîé ñèëå: Y = 1v1 , ãäå    öèð-
êóëÿöèÿ ñêîðîñòè âîêðóã ïðîôèëÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñóùåñòâåííî
èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì ïðè îïòèìèçàöèè ôîðìû êðûëîâûõ ïðîôè-
ëåé, îáòåêàåìûõ ãàçîâûì ïîòîêîì.
Â ôîðìóëå (1.2.26) êîýôôèöèåíò äàâëåíèÿ âûðàæåí ÷åðåç ïðèâå-
äåííóþ ñêîðîñòü . Îäíàêî ïðè âû÷èñëåíèè àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê ïîëåçíî îïðåäåëèòü Cp ÷åðåç ñêîðîñòü  ôèêòèâíîãî ïîòîêà.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ïåðâîé ôîðìóëû (1.2.22), ïîäñòàâèâ
â (1.2.26) âûðàæåíèå  ÷åðåç . Îäíàêî ìîæíî ïîñòóïèòü ïðîùå.
Äëÿ ãàçà ×àïëûãèíà ïðÿìàÿ, àïïðîêñèìèðóþùàÿ àäèàáàòó, ïðîõîäèò â















Ñ ïîìîùüþ òðåòüåé èç ôîðìóë â (1.2.22) ìîæåì âûðàçèòü ïðàâóþ ÷àñòü
ñîîòíîøåíèÿ (1.2.27) ÷åðåç ñêîðîñòü  ôèêòèâíîãî òå÷åíèÿ íåñæèìàå-



































p0  êîýôôèöèåíò äàâëåíèÿ â òî÷êå òîðìîæåíèÿ ïîòîêà
22 Ãë. 1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è êðàåâûå çàäà÷è





























Ó÷òåì ðàçëè÷èå â ôîðìàõ îáòåêàåìûõ òåë â ãàçå è íåñæèìàåìîì
ôèêòèâíîì ïîòîêå. Ðàññìîòðèì ëþáóþ ëèíèþ òîêà. Âäîëü íåå
d = 0, d' = dw =
dw
dz1
dz1 =  e
 i# dz1,




dz1 = (1  c22) dz1: (1.2.31)
Â ôèêòèâíîì íåñæèìàåìîì ïîòîêå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ââåäåì
ïëîòíîñòü i è äàâëåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè pi1. Òîãäà â ýòîì ïîòîêå
ìîæíî ââåñòè ïîëå ôèêòèâíûõ äàâëåíèé









Èç ôîðìóë (1.2.34), (1.2.31) ñëåäóåò, ÷òî âäîëü ëþáîé ëèíèè òîêà










 êîýôôèöèåíò äàâëåíèÿ â íåñæèìàåìîì ôèêòèâíîì ïîòîêå.
1.2.3. Ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà. Èññëåäîâàíèÿ
ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [81, ï. 24]) ïîêàçàëè, ÷òî ìîäåëü
ãàçà ×àïëûãèíà äàåò óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû â îïðåäåëåíèè
ïîëÿ ñêîðîñòåé, íî ìåíåå òî÷íà â íàõîæäåíèè ïîëÿ äàâëåíèé. Ïîýòîìó
ðàñ÷åò äàâëåíèÿ ñëåäóåò ïðîâîäèòü ïî íàéäåííûì çíà÷åíèÿì  è òî÷-
íûì àäèàáàòè÷åñêèì çàâèñèìîñòÿì, â ÷àñòíîñòè, ðàñ÷åò êîýôôèöèåíòà
äàâëåíèÿ ïî ôîðìóëå (1.2.14)  ñì. ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó (1.2.26).
Â ýòîì ñîñòîèò îäíà èç âîçìîæíûõ óòî÷íÿþùèõ ìîäèôèêàöèé ìîäåëè
ãàçà ×àïëûãèíà. Îòìåòèì, ÷òî íàéäåííîå ïî (1.2.14) ïîëå äàâëåíèé
óæå íå áóäåò ïîëåì äàâëåíèé â ãàçå ×àïëûãèíà, îäíàêî òî÷íîñòü
îòûñêàíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè ýòîì ïîâûøàåòñÿ.
Ôîðìóëà (1.2.14) äîâîëüíî ãðîìîçäêàÿ è íåóäîáíàÿ äëÿ àíàëèòè-
÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Îäíàêî ðåçóëüòàò, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèé ñ
âû÷èñëåíèåì êîýôôèöèåíòà äàâëåíèÿ ïî (1.2.14), ìîæíî ïîëó÷èòü,
åñëè â ôîðìóëå (1.2.30) çàìåíèòü êîýôôèöèåíò äàâëåíèÿ Cp0 â òî÷êå
1.2. Ó÷åò ñæèìàåìîñòè 23
òîðìîæåíèÿ ïîòîêà äëÿ ãàçà ×àïëûãèíà íà çíà÷åíèå Cp0, ðàññ÷èòàííîå

























ãäå Cp äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.2.26), à C















Ðèñ. 1.3. Òî÷íûå (ñïëîøíûå ëèíèè) è ïðèáëèæåííûå çàâèñèìîñòè Cp = Cp():
1M1 = 0,5; 2M1 = 0,7; 3M1 = 1 ({ = 7=5)
Íà ðèñ. 1.3 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû òî÷íûå àäèàáàòè÷å-
ñêèå çàâèñèìîñòè Cp(), îïðåäåëåííûå ïî (1.2.14), à øòðèõîâûìè è
øòðèõïóíêòèðíûìè  ïðèáëèæåííûå, âû÷èñëåííûå ïî (1.2.34). Ïî
ïîñòðîåíèþ è òå, è äðóãèå ñîâïàäàþò ïðè  = 1, ãäå Cp îáðàùàåòñÿ
â íóëü, à òàêæå ïðè  = 0. Øòðèõîâûå ëèíèè ïîñòðîåíû ïî ñïîñîáó
(1.2.25) âûáîðà c2, øòðèõïóíêòèðíûå  äëÿ c2 = 0,296. Êàê âèäíî,
ãðàôèêè, ïîñòðîåííûå ïî òî÷íîé ôîðìóëå (1.2.14) è ïî ïðèáëèæåííîé
ôîðìóëå (1.2.34), â äèàïàçîíå 0 6  6 1 ïðàêòè÷åñêè ñëèâàþòñÿ.
Åñëè c2 âûáðàòü ïî (1.2.25), òî â ýòîì äèàïàçîíå àáñîëþòíàÿ ïîãðåø-
íîñòü ôîðìóëû (1.2.34) íå ïðåâîñõîäèò 0,005. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà
(1.2.34) îêàçàëàñü ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé ôîðìóëå (1.2.14).
Êîýôôèöèåíòû äàâëåíèÿ â ôîðìóëàõ (1.2.34) è (1.2.26) ïðè ëþ-
áîì ñïîñîáå âûáîðà c2 ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì
Cp0=C

p0, çàâèñÿùèì òîëüêî îò ÷èñëà M1. Ïîñëåäíåå, â ñâîþ î÷åðåäü,
îçíà÷àåò, ÷òî è ïîäúåìíûå ñèëû êðûëîâûõ ïðîôèëåé, âû÷èñëÿåìûå
ñ ïîìîùüþ (1.2.34) è (1.2.26), áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ íà òîò æå ïîñòî-
ÿííûé ìíîæèòåëü. Òàê êàê â ãàçå ×àïëûãèíà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
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p0 îò M1 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.4. Êàê
âèäíî, ïîïðàâî÷íûé ìíîæèòåëü Cp0=C

p0 äîñòèãàåò íàèáîëüøèõ çíà÷å-
íèé ïðè ÷èñëàõ Ìàõà íà áåñêîíå÷íîñòè áëèçêèõ ê åäèíèöå.
*










Ðèñ. 1.4. Ïîïðàâî÷íûé ìíîæèòåëü Cp0=C

p0 êàê ôóíêöèÿ M1 äëÿ ïîñòîÿííîé
c2, âûáðàííîé ïî ñïîñîáó (1.2.25) (1), è äëÿ c2 = 0,296 (2)
Èç ôîðìóë (1.2.34), (1.2.32) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîé
ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà âäîëü ëþáîé ëèíèè òîêà
Cp dz = Cp0Cpi() dz1: (1.2.35)
1.2.4. Ôîðìóëà ïåðåñ÷åòà êîýôôèöèåíòà ñèëû, íîðìàëüíîé ê
ïðÿìîëèíåéíîé òâåðäîé ñòåíêå. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ôîðìóëû (1.2.31),
(1.2.32), (1.2.35) ïîçâîëÿþò ïðîèçâîäèòü ïåðåñ÷åò àýðîäèíàìè÷åñêèõ
êîýôôèöèåíòîâ, èçâåñòíûõ äëÿ òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè, íà ñëó-
÷àé òå÷åíèÿ ãàçà, áåç ðåøåíèÿ êàêèõ-ëèáî çàäà÷ àýðîäèíàìèêè. Ïóñòü
ABïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê òâåðäîé ñòåíêè äëèíû L, ÿâëÿþùèéñÿ
÷àñòüþ ãðàíèöû îáëàñòè äîçâóêîâîãî òå÷åíèÿ ãàçà. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñî
ñòîðîíû, ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå, îáòåêàåìîé ãàçîì, íà AB äåéñòâó-
åò ïîñòîÿííîå äàâëåíèå p1. Îáîçíà÷èì Fn ñèëó, íîðìàëüíóþ ê ñòåíêå












ãäå s  ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íà ñòåíêå AB äî êîíöà A.
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Ðàññìîòðèì ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê A0B0, ñîîòâåòñòâóþùèé îòðåç-
êó AB â íåñæèìàåìîì ôèêòèâíîì ïîòîêå. Êîýôôèöèåíò Cni ñèëû Fni,






















ãäå Li  äëèíà îòðåçêà A
0B0, si  ðàññòîÿíèå, àíàëîãè÷íîå s, â





















(1  c22) dsi = (1  2)Li + 2
LiZ
0
Cpi dsi = Li(1  2 + 2Cni),
ãäå
















1  2 + 2Cni
: (1.2.37)
Ôîðìóëà (1.2.37) ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè ïåðåñ÷åò êîýôôèöèåíòà íîð-
ìàëüíîé ñèëû Cni äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êîýôôèöèåíò Cn äëÿ
ãàçà.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïëîñêóþ ïëàñòèíó AB, îáòåêàåìóþ ïîä óã-
ëîì àòàêè  ïî ñõåìå Êèðõãîôà äîçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà. Â íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè êîýôôèöèåíò íîðìàëüíîé ñèëû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå





Ôîðìóëà (1.2.37) ñðàçó äàåò èñêîìûé êîýôôèöèåíò Cn â ãàçå. Åñëè â
(1.2.37) çàìåíèòü Cp0 íà C

p0, (ïåðåéòè îò ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè
ãàçà ×àïëûãèíà ê ãàçó ×àïëûãèíà), âûáðàòü c2 ïî ñïîñîáó (1.2.25) è
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Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (1.2.37) ïî ñòðóêòóðå ïîõîæà íà èçâåñòíóþ







êîòîðàÿ, îäíàêî, äàåò ñâÿçü ìåæäó ëîêàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè äàâ-
ëåíèÿ Cpi è Cp. Â (1.2.37) ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåñ÷åò èíòåãðàëüíîãî êîýô-
ôèöèåíòà Cn è ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ èçìåíåíèÿ ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ
â ãàçîâîì è ôèêòèâíîì ïîòîêàõ.
1.3. Ó÷åò âÿçêîñòè â ïðèáëèæåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
Îäíèì èç ïðåäïîëîæåíèé, èñïîëüçîâàííûõ ïðè ïîñòàíîâêå êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ èçîëèðîâàííîãî êðûëîâîãî ïðîôèëÿ, áûëî ïëàâíîå (áåç-
îòðûâíîå) îáòåêàíèå. Îïèøåì îäèí èç ñïîñîáîâ îáåñïå÷åíèÿ ýòîãî
óñëîâèÿ, áàçèðóþùèéñÿ íà ó÷åòå âÿçêîñòè ïîòîêà â ïðèáëèæåíèè ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ (ÏÑ).
1.3.1. Óñëîâèÿ áåçîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ. Êàê èçâåñòíî (ñì., íà-
ïðèìåð, [68, 92]), ñîãëàñíî ìîäåëè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ðàñïðåäåëåíèå
äàâëåíèÿ ïî êîíòóðó êðûëîâîãî ïðîôèëÿ ïðè îáòåêàíèè åãî âÿçêîé
æèäêîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì äàâëåíèÿ ïðè îáòåêàíèè èäå-
àëüíîé æèäêîñòüþ òàê íàçûâàåìîãî ïîëóòåëà âûòåñíåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî
íàðàùèâàíèåì íà ïðîôèëü è ïî îáå ñòîðîíû îò íóëåâîé ëèíèè òîêà,
ñõîäÿùåé ñ çàäíåé êðîìêè, òîëùèíû âûòåñíåíèÿ .
Â ðàìêàõ ìîäåëè ÏÑ îòñóòñòâèå îòðûâà ïîòîêà íåñæèìàåìîé æèä-




(s) 6 B(Re) 1=m, (1.3.1)
ãäå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re = Re(s) = jv(s)j(s)=, (s)  òîë-
ùèíà ïîòåðè èìïóëüñà ÏÑ, èìåþùàÿ ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ
ëàìèíàðíîãî è òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèé (ñì. íèæå),   êèíåìàòè÷åñêèé
êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, B è m  èçâåñòíûå âçàèìîñâÿçàííûå ýìïèðè-
÷åñêèå ïîñòîÿííûå: äëÿ ëàìèíàðíîãî ÏÑ
B = 0,060,08, m = 1;
äëÿ òóðáóëåíòíîãî ÏÑ:
B = 0,060,07, m = 4 ïî ÏðàíäòëþÁóðè;
B = 0,0130,020, m = 6 ïî Ë. Ã. Ëîéöÿíñêîìó;
B = 0,0040,005, m =1 ïî Ã.Ì. Áàì-Çåëèêîâè÷ó;
B = 0,0370,041, m = 6 ïî ìåòîäó Êî÷èíàËîéöÿíñêîãî:
Â íåðàâåíñòâå (1.3.1) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî v(s)  êóñî÷íî-ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ, à ïðîèçâîäíàÿ v0(s) èìååò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê
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ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, â êàæäîé èç êîòîðûõ íåðàâåíñòâî (1.3.1) âûïîë-
íåíî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ.















s  äóãîâàÿ àáñöèññà òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà, à ýìïèðè÷åñêèå
ïîñòîÿííûå èìåþò çíà÷åíèÿ a = al = 0,45, b = bl = 5,35 (çäåñü è äàëåå
èíäåêñîì l îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ a è b äëÿ ëàìèíàðíîãî ÏÑ). Èç
ôîðìóëû (1.3.1) âûâåäåì òåïåðü êðèòåðèé áåçîòðûâíîñòè ëàìèíàðíîãî
ÏÑ â âèäå
f(s) > f0 =  B, f0 2 [ 0,08, 0,06]: (1.3.3)
Äëÿ òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî ëàìè-













a = (m+ 1)=m, b = 2(4m+ 1)=(2m  1), A = A(m)  ïîñòîÿííàÿ, çà-
âèñÿùàÿ îò âûáîðà m (íàïðèìåð, A = 0,01256 ïðè m = 4, A = 0,00653
ïðè m = 6, A = 0,00598 ïðè m = 1); stj  äóãîâûå àáñöèñcû òî÷åê
ïåðåõîäà ëàìèíàðíîãî ÏÑ â òóðáóëåíòíûé ñîîòâåòñòâåííî íà âåðõíåé



















õàðàêòåðèçóþò âêëàä â f ëàìèíàðíûõ ó÷àñòêîâ. Èñïîëüçîâàâ (1.3.1) è
âûðàæåíèÿ (1.3.6), (1.3.7), çàïèøåì óñëîâèå áåçîòðûâíîñòè òóðáóëåíò-
íîãî ÏÑ â âèäå
f(s) > f0 =  BA , (1.3.8)
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ãäå f0 = ( 5,6)( 4,8) ïî ÏðàíäòëþÁóðè, f0 = ( 3) ( 2) ïî
Ë. Ã. Ëîéöÿíñêîìó, f0 = ( 0,8) ( 0,7) ïî Ã.Ì. Áàì-Çåëèêîâè÷ó.
Â òàáë. 1.1 ïðèâåäåíû óòî÷íåííûå çíà÷åíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ïî-
ñòîÿííûõ a, b è f0 êàê äëÿ ÷èñòî ëàìèíàðíîãî, òàê è äëÿ ÷èñòî
òóðáóëåíòíîãî ÏÑ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [55]. Ïðè-
íÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ìåòîäîâ: KL  Êî÷èíàËîéöÿíñêîãî;
PB  ÏðàíäòëÿÁóðè; L  Ëîéöÿíñêîãî; BZ  Áàì-Çåëèêîâè÷à.
Îòìåòèì, ÷òî â [68, ï. 132], óêàçàíû ñëåäóþùèå íàáîðû ýìïèðè-
÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ: A = 0,00153, m = 6, b = 5 ïðè ÷èñëå Ðåé-
íîëüäñà Re1 = v1L=(2) > 5  106; A = 0,037, m = 4, b = 4,5 ïðè
Re1 < 5  106.
Òà á ë èö à 1.1
Ýìïèðè÷åñêèå ïîñòîÿííûå â êðèòåðèÿõ áåçîòðûâíîñòè
Òèï ÏÑ Ëàìèíàðíûé ÏÑ Òóðáóëåíòíûé ÏÑ
Ìåòîä KL PB L BZ KL
a 0,45 1,25 1,17 1,00 1,17
b 5,35 4,86 4,75 4,00 4,75
f0  0,0681  5,18  2,53  0,69  2,00
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷åê stj ïåðåõîäà ëàìèíàðíîãî ÏÑ â
òóðáóëåíòíûé íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè èñïîëüçóåì ýìïèðè÷åñêèé êðèòå-
ðèé, ïðåäëîæåííûé Ýïïëåðîì [110] è ïðîâåðåííûé ýêñïåðèìåíòàëüíî:
lnRe(s) > Ret = 18,4H32   21,74: (1.3.9)
Çäåñü H32 = H32(s)  îäèí èç èçâåñòíûõ ôîðìïàðàìåòðîâ ÏÑ, èìåþ-
ùèé ÿâíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (ñì., íàïðèìåð, [68]) è ñëåäó-
þùèå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ äëÿ ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ:
1,515 6 H32(s) 6 1,7: (1.3.10)
Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû stj äîëæíû áûòü ñîîòâåòñòâåííî áëèæàéøè-
ìè ê s êîðíÿìè óðàâíåíèÿ
Re(stj) = expf18,4H32(stj)  21,74g, j = 1, 2: (1.3.11)
Åñëè ÏÑ íà ïðîôèëå ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíûé, òî st1 = st2 = s,
vt1 = vt2 = 0. Òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâà (1.3.6) èìååì C1 = C2 = 0, à
ôîðìïàðàìåòðû â (1.3.2) è (1.3.5) ñîâïàäóò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäåò
âèä óñëîâèé áåçîòðûâíîñòè (1.3.3) è (1.3.8) äëÿ ïîëíîñòüþ ëàìèíàðíî-
ãî è ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ.
1.3.2. Èçìåíåíèå óãëà àòàêè â çàäàííîì äèàïàçîíå. Êðèòå-
ðèé (1.3.8) áåçîòðûâíîñòè òóðáóëåíòíîãî ÏÑ çàïèñàí äëÿ íåêîòîðîãî
ôèêñèðîâàííîãî ðåæèìà îáòåêàíèÿ. Óêàæåì óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå
1.3. Ó÷åò âÿçêîñòè â ïðèáëèæåíèè ÏÑ 29
áåçîòðûâíîå îáòåêàíèå ïðîôèëÿ ïðè èçìåíåíèè óãëà àòàêè  â öåëîì
äèàïàçîíå  2 [2,1].
Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè v(s) ðåàëèçóåòñÿ íà ïðîôèëå ïðè
åãî îáòåêàíèè ñî ñêîðîñòüþ v1 íà áåñêîíå÷íîñòè ïîä óãëîì àòàêè
 2 [2,1]; v(s) = 0 â òî÷êå s ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà, à ïåðåõîä ëà-
ìèíàðíîãî òå÷åíèÿ â òóðáóëåíòíîå íà âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõíîñòÿõ
ïðîôèëÿ ïðîèñõîäèò íà êîíôóçîðíûõ ó÷àñòêàõ (ó÷àñòêàõ âîçðàñòàíèÿ
ñêîðîñòè) â òî÷êàõ stj , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (1.3.11). Ïóñòü,
äàëåå, v(s)  vj(s) è s  sj ïðè  = j , j = 1, 2. Ïðè óêàçàííûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ èìååò ìåñòî (ñì. òàêæå [35]) ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.1. Äëÿ âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ (1.3.8) ïðè âñåõ  èç
èíòåðâàëà [2,1] äîñòàòî÷íî îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ íåðà-
âåíñòâ
f(v1; s1, s) > f0, s 2 [s1,L],
f(v2; s2, s) > f0, s 2 [0, s2],
(1.3.12)
ãäå







Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà





Ïóñòü çíà÷åíèå s ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ïðîôè-
ëÿ (ñëó÷àé íèæíåé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí àíàëîãè÷íî).
Â ñèëó óñëîâèé (1.3.5), (1.3.6) è (1.3.13) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåí-




[v()]b 1 d , (1.3.15)
ãäå ïîñòîÿííàÿ C1 îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (1.3.6) ïðè j = 1. Ïî óñëîâèÿì
(1.3.9), (1.3.11) ïåðåõîäà ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ â òóðáóëåíòíîå èìååì
Ret1 = c0 expf18,4H32[H(st1)]g: (1.3.16)















bl 1 d = vb blt1 st1Z
s1
jv()jbl 1 d:
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Èç ðàâåíñòâà (1.3.6) ñëåäóåò
st1Z
s1








Èñïîëüçîâàâ ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì
st1Z
s1


















Èç óñëîâèé (1.3.16) è (1.3.10) ñëåäóåò, ÷òî
(Ret1 )
2 a > exp[(2  a)(18,4  1,515  21,74)] = 462,22 a:
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (1.3.15) äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ïàðàìåòðû a è A óäîâëåòâîðÿëè îãðàíè÷åíèþ
0,45=(aA) 6 (462,2)2 a: Ïðîâåðêà ýòîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ðàçëè÷íûõ
íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ a è A, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì êðèòåðèÿì
áåçîòðûâíîñòè, ïîêàçàëà åãî ñïðàâåäëèâîñòü. Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 4
è m = 6 èìååì ñîîòâåòñòâåííî 28,66 < 99,683 è 58,72 < 162,858:
Èòàê, íåðàâåíñòâî (1.3.14) äîêàçàíî.
Äàëåå èç ôîðìóëû (1.5.2), ñâÿçûâàþùåé äðóã ñ äðóãîì ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñêîðîñòè ïðè ðàçíûõ óãëàõ àòàêè è âûâåäåííîé íèæå, äëÿ





v1(s)R1(s), s 2 [s0,L],
kv2(s)R2(s), s 2 [0, s0], (1.3.17)
ãäå






, j = 1, 2,
j = j   , 1 > 0, 2 6 0,
(1.3.18)
à ôóíêöèÿ (s)  îáðàòíàÿ ê s(). Íàïîìíèì, ÷òî s0 â ôîðìóëå
(1.3.17) îáîçíà÷àåò äóãîâóþ àáñöèññó òî÷êè C, ðàçáèâàþùåé êîíòóð Lz
íà äâå ÷àñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ çàäàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ
v1(s) èëè v2(s), à ôóíêöèÿ s = s() îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâèå òî÷åê
êîíòóðà ïðîôèëÿ è îêðóæíîñòè  = exp(i), 0 6  6 2, â êàíîíè÷å-
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è, ñëåäîâàòåëüíî, R01(s) > 0, R02(s) 6 0. Òàê êàê Rj(s) = 0, ôóíêöèè
Rj(s), j = 1, 2, íåîòðèöàòåëüíû ñîîòâåòñòâåííî íà èíòåðâàëàõ [s,L]
è [0, s]. Êðîìå òîãî, â ñèëó ìîíîòîííîñòè ýòèõ ôóíêöèé èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî Rj() 6 Rj(s), åñëè  2 [s, s] (ïðè j = 1) èëè  2 [s, s]















ãäå s1 6 s 6 s 6 L ïðè j = 1 è 0 6 s 6 s 6 s2 ïðè j = 2.
Ïóñòü v01(s) > 0 èëè v02(s) > 0 ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè s. Â ñèëó
íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèé Rj(s) è vj(s)R
0
j(s) èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî v0(s) > 0 ñì. (1.3.17). Ñëåäîâàòåëüíî, f(s) > 0 è êðèòåðèé
(1.3.8) âûïîëíåí.
Ïóñòü òåïåðü v0j(s) < 0, j = 1 èëè j = 2, ïðè íåêîòîðîì s 2 [s,L]


























Çíà÷èò, 0 > f(v; s, s) > f(vj ; sj , s) > f0. Èñïîëüçîâàâ óñëîâèå
(1.3.14) è ó÷òÿ, ÷òî v0j(s) < 0, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî
f(s) > f(vj ; sj , s) > f0,
ò. å. êðèòåðèé (1.3.8) âûïîëíåí íå òîëüêî ïðè êðàéíèõ çíà÷åíèÿõ  =
= j óãëà àòàêè, íî è ïðè èçìåíåíèè  âî âñåì äèàïàçîíå. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1.1. Â ôîðìóëå (1.3.13) ôîðìïàðàìåòð f(v; sj , s)
ñîâïàäåò ñ ôóíêöèåé f(s) â (1.3.5) â ñëó÷àå Cj = 0, ò. å. â
ïðåäïîëîæåíèè òóðáóëåíòíîñòè ÏÑ. Ñëåäîâàòåëüíî, â òåîðåìå
óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ â öåëîì äèàïà-
çîíå äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ ïðîôèëÿ
äëÿ êðàéíèõ çíà÷åíèé óãëà àòàêè èç äèàïàçîíà, ïðè÷åì íå íà âñåì
êîíòóðå, à íà âåðõíåé åãî ÷àñòè ïðè ìàêñèìàëüíîì óãëå àòàêè
è íà íèæíåé ÷àñòè ïðè ìèíèìàëüíîì óãëå, è â ïðåäïîëîæåíèè
òóðáóëåíòíîñòè ÏÑ íà âñåì êîíòóðå.
1.3.3. Ïîòîê âÿçêîé æèäêîñòè èëè ãàçà ñ áîëüøèìè ÷èñëàìè
Ðåéíîëüäñà. Êðûëîâûå ïðîôèëè, îïòèìèçèðîâàííûå â ðàìêàõ ìîäåëè
ÈÍÆ, íå âñåãäà ñîîòâåòñòâóþò òðåáîâàíèÿì àýðîäèíàìè÷åñêîãî ïðî-
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åêòèðîâàíèÿ õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ïðè ðåàëüíîì îáòåêàíèè ñ èõ ïî-
âåðõíîñòè áóäåò ïðîèñõîäèòü îòðûâ ïîòîêà. Êðîìå òîãî, ïðè äâèæåíèè
ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè ñêîðîñòÿìè ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ñæè-
ìàåìîñòü ñðåäû. Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî ïðè îïòèìèçàöèè ó÷èòûâàòü
âÿçêîñòü è ñæèìàåìîñòü ïîòîêà. Äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü òå÷åíèÿ.
Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøååñÿ äîçâóêîâîå áåçîòðûâíîå îáòåêàíèå âÿç-
êèì ãàçîì ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ñî ñêîðîñòüþ v1 íà áåñ-
êîíå÷íîñòè íåïðîíèöàåìîãî êðûëîâîãî ïðîôèëÿ èç ââåäåííîãî âûøå
êëàññà.
Âûáåðåì ìîäåëü òå÷åíèÿ âÿçêîãî ãàçà. Âî-ïåðâûõ, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âëèÿíèå âÿçêîñòè ñêàçûâàåòñÿ ëèøü â òîíêîì ÏÑ îêîëî ïðîôèëÿ
è â ðàñøèðÿþùåìñÿ ñëåäå çà íèì, ïðè÷åì ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà
êîíòóðå Lz ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì äàâëåíèÿ íà êîíòóðå ïîëóòåëà
âûòåñíåíèÿ ïðè åãî îáòåêàíèè âíåøíèì íåâÿçêèì ïîòîêîì. Äàëåå, ñëå-
äóÿ [81], áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè äîçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ ñæèìàåìîñòüþ
è òåïëîîáìåíîì â ÏÑ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ îá
îòñóòñòâèè îòðûâà ïîòîêà è ñ ó÷åòîì ìàëîñòè òîëùèíû âûòåñíåíèÿ ÏÑ
íà ïðîôèëå è â ñëåäå â êà÷åñòâå âíåøíåãî ïîòîêà áóäåì ïðèáëèæåí-
íî ðàññìàòðèâàòü ñïëîøíîå àäèàáàòè÷åñêîå ïîòåíöèàëüíîå îáòåêàíèå
çàäàííîãî ïðîôèëÿ ãàçîì. Íàêîíåö, â ñèëó äîçâóêîâîãî õàðàêòåðà
îáòåêàíèÿ ó÷åò ñæèìàåìîñòè âíåøíåãî ïîòîêà ïðîâåäåì, èñïîëüçîâàâ
ìîäåëü ãàçà ×àïëûãèíà. Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ìîäåëè òå÷å-
íèÿ: ïðîôèëè çàäàííîãî êëàññà îáòåêàþòñÿ ïîòîêîì ãàçà ×àïëûãèíà,
ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè íà êîíòóðå Lz ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì
ñêîðîñòè íà êîíòóðå ïîëóòåëà âûòåñíåíèÿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ.
1.4. Îáðàòíûå êðàåâûå çàäà÷è àýðîãèäðîäèíàìèêè
1.4.1. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è.
Çàïèøåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ îñíîâíîé ÎÊÇÀ ñì.
(1.1.16), êîòîðîå áóäåò äàëåå èñïîëüçîâàíî ïðè ïîñòàíîâêå è ðåøåíèè
âàðèàöèîííûõ ÎÊÇÀ.
Â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè G âîçüìåì âíåøíîñòü åäèíè÷-
íîãî êðóãà E  = f : jj > 1g âî âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî  = r e i  (ðèñ. 1.5, á). Ðàññìîòðèì îáòåêàíèå
åäèíè÷íîãî êðóãà ïîòîêîì ÈÍÆ, âåêòîð ñêîðîñòè êîòîðîãî íà áåñêî-
íå÷íîñòè íàïðàâëåí âäîëü îñè àáñöèññ, ìîäóëü ðàâåí u, à êðèòè÷åñêèå
òî÷êè B = e i è A =   e i íà îêðóæíîñòè (â êîòîðûõ ñêîðîñòü îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü) ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè. Çäåñü
 2 [ =2,=2]  òàê íàçûâàåìûé òåîðåòè÷åñêèé óãîë àòàêè [70],
êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå êðûëîâîãî ïðîôèëÿ îò íàïðàâëå-
íèÿ áåñöèðêóëÿöèîííîãî îáòåêàíèÿ. Â îñíîâíîé ÎÊÇÀ âåëè÷èíà 
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî èñõîäíûì äàííûì çàäà÷è (ñì. íèæå).
1.4. ÎÊÇÀ 33
Â âàðèàöèîííûõ çàäà÷àõ òåîðåòè÷åñêèé óãîë àòàêè ìîæåò áûòü çàäàí
çàðàíåå èëè âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îïòèìèçàöèè. Â ñëó÷àå



















Ðèñ. 1.5. Ê ïîñòðîåíèþ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ îñíîâíîé ÎÊÇÀ:
aîáëàñòü çíà÷åíèé êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà; áêàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü âî
âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè
Êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ â îáëàñòè E , êàê èçâåñòíî (ñì.,














Ñîîòâåòñòâåííî êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîòîêà ÈÍÆ, îáòåêàþùåãî




  (2i ) 1  ln  +C0, (1.4.1)
ãäå C0  íåèçâåñòíàÿ ïîêà êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ñâÿçü  ,  è u
òàêîâà:
  = 4u sin: (1.4.2)
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ w(), íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèÿìè w(1) = 1,
w( e i) = '1, êîíôîðìíî îòîáðàæàåò E
  íà îáëàñòü Gw (ðèñ. 1.5, à),
ðàñïîëîæåííóþ íà áåñêîíå÷íîëèñòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè íàä
ïëîñêîñòüþ w, ïðè÷åì ïðîåêöèÿ ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè îïðåäåëåíà
êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.1.15). Ïðèíÿâ  = e i  è ó÷òÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ
ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè e'() = Re[w( e i )] â òî÷êàõ  = e i è  =   e i
(îáðàçàõ çàäíåé êðîìêè ïðîôèëÿ è ïåðåäíåé êðèòè÷åñêîé òî÷êè) èç-
âåñòíû (e'( ) = '1, e'( + ) = 0), à ïðîèçâîäíàÿ U() = e'0() ðàâíà
â íèõ íóëþ, ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïî-














Åñëè ðåøàåòñÿ îñíîâíàÿ ÎÊÇÀ ñ êðàåâûì óñëîâèåì (1.1.16), òî â ñèëó
(1.1.15) áóäóò èçâåñòíû âåëè÷èíû '1 è   (ñëåäîâàòåëüíî, è ïîñòîÿííàÿ
2 À. Ì. Åëèçàðîâ
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C0), à (1.4.4) ñëóæèò óðàâíåíèåì äëÿ íàõîæäåíèÿ , êîòîðîå ðàçðåøè-
ìî îäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì, â îñíîâíîé ÎÊÇÀ âåëè÷èíà òåîðåòè-
÷åñêîãî óãëà àòàêè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1.4.4). Ïðè
ýòîì â ñèëó ôîðìóë (1.4.1), (1.4.3) íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïîëó÷èì










Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îáòåêàíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîôèëÿ â
ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ïàðû 
2-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè P () 2 L2[0, 2] (L2[0, 2]  ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà èíòåðâàëå [0, 2]), óäîâëå-
òâîðÿþùåé íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì ãëàäêîñòè, î êîòîðûõ
áóäåò ñêàçàíî íèæå, à òàêæå ïàðàìåòðà . Îáëàñòü òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ
îáðàçîì E  ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè zP = zP (), íîðìèðîâàííîì
























êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèè Ìè÷åëàÆóêîâñêîãî óäàëåíèåì îñî-
áåííîñòåé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè 1(): Ïðè ýòîì (1) = 0 â ñèëó
âûáðàííûõ óñëîâèé íîðìèðîâêè ñêîðîñòè ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè â
ôèçè÷åñêîé è âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòÿõ.
Ïóñòü óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ P () = Re( e i ). Òîãäà ïî ôîðìóëå
Øâàðöà (ñì., íàïðèìåð, [19])





e i  + 
e i    
d, (1.4.6)
ãäå (SP )()  îïåðàòîð Øâàðöà, C  âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ. Ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà íà ãðàíèöó  = e i  ïîëó÷èì
Im( e i  ) =  (TP )() +C, ãäå ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë (èíòåãðàë Ãèëü-
áåðòà)








Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòðåáóåì [19, 72], ÷òîáû P ()
óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ôèêñèðîâàííûìè êîýôôèöèåíòîì è
ïîêàçàòåëåì; òàêèå ôóíêöèè îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 2] êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî U .
Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(), çàäàííàÿ íà èíòåðâàëå [0, 2], íàçû-
âàåòñÿ ãåëüäåðîâñêîé (óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà H(A,) ñ êî-
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ýôôèöèåíòîì A 2 (0,1) è ïîêàçàòåëåì  2 (0, 1]), åñëè äëÿ ëþáûõ
1,2 2 [0, 2] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
jf(1)  f(2)j 6 Aj1   2j: (1.4.7)
Ïðè  = 1 ñîîòíîøåíèå (1.4.7) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì Ëèïøèöà. Áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî ãåëüäåðîâñêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì C.
Äàëåå, â ñèëó íîðìèðîâêè (1) = 0 èìååì C = 0, à óïðàâëÿþùàÿ




P () d = B0, B0 = 0: (1.4.8)
Ïðè ýòîì (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïî óñëîâèþ çàäà÷è v1 = 1)




















js0()j = uG0(P ;) G0(P ;)  exp[ P ()]
2 sin  + 
2
" 1 : (1.4.10)
Îòñþäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè zP ( e
 i) = 0
ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå êëàññà îòîáðàæåíèé zP () â çà-
âèñèìîñòè îò óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè P () è óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà
 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíîå îïèñàíèå êëàññà ðàññìàòðèâàåìûõ êîí-
òóðîâ, êîòîðûé îáîçíà÷èì L. Åñòåñòâåííî, ïðèíÿòûå îãðàíè÷åíèÿ íà
ýëåìåíòû L ïðèâåäóò ê äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì íà P (),  è
ïîçâîëÿò âûÿâèòü ñâÿçè ìåæäó óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé è óïðàâëÿþ-
ùèì ïàðàìåòðîì.
Êîîðäèíàòû x, y è äëèíà äóãè s êîíòóðà ïðîôèëÿ (îòñ÷èòûâà-
åìàÿ îò çàäíåé êðîìêè B â íàïðàâëåíèè, êîãäà îáëàñòü òå÷åíèÿ
îñòàåòñÿ ñëåâà, ñì. ðèñ. 1.1) îïðåäåëÿòñÿ òåïåðü èç (1.4.9) ñ ó÷åòîì
2-ïåðèîäè÷íîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôîðìå êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà  2 [ , 2   ] â âèäå
x() = Re zP ( e





jz0P ( e i )jd =  u
Z
 
G0(P ;) d, (1.4.12)
zP ( e











Â ôîðìóëàõ (1.4.11), (1.4.12) ïàðàìåòð u îïðåäåëÿåò ìàñøòàá äëèí
â ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó âåëè÷èíó u îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ
2*
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çàäàíèÿ ïåðèìåòðà êîíòóðà:
L = js(2   )j = u
2 Z
 
G0(P ; ) d:




G0(P ; ) d: (1.4.13)
Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ñäâèíóòû íà  , ÷òî
íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Ïîëå ñêîðîñòåé îáòåêàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîôèëÿ ñ êîîðäèíà-



















Ïðè ýòîì ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè, êàê è ïðåä-
ïîëàãàëîñü â ïîñòàíîâêå çàäà÷è, ðàâíà v1 = exp[(1)] = 1: Ôóíêöèÿ
P () äîëæíà îáåñïå÷èâàòü çàìêíóòîñòü êîíòóðà ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïðîôèëÿ, ïîýòîìó, êàê è â [35, ï. 2], äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèå óñëîâèÿ. Ïîëó÷èì èõ.
Â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè () åå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â E  â âèäå ðÿäà Ëîðàíà () = a0 + a1= + a2=












P () e i  d ,    : (1.4.14)
Ïîäñòàâèâ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (1.4.9), ïðîèíòåãðèðîâàâ âäîëü îêðóæ-
íîñòè è ïðèðàâíÿâ ðåçóëüòàò íóëþ, ïîëó÷èìI
exp
h










d = 0: (1.4.15)






  ("  1) e
 i

+ . . .

d = 0:
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îáðàùåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà â íóëü íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà a1 + ("  1) e i = 0: Îòñþäà ñ ó÷åòîì (1.4.14)
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ïîëó÷èì äâà óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèÿ P ()








P () sin  d = B2, (1.4.17)
B1 + iB2 =  ("  1) exp( i):
Îêîí÷àòåëüíî, êëàññ L ðàññìàòðèâàåìûõ êîíòóðîâ çàäàí êîíôîðìíûìè
îòîáðàæåíèÿìè z = zP (), îïðåäåëÿåìûìè èç (1.4.9), à óïðàâëÿþùàÿ
ôóíêöèÿ P () óäîâëåòâîðÿåò, êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå, äîïîëíè-
òåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì (1.4.16) è (1.4.17).
Ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ñêîðîñòè íà êîíòóðå ïðîôèëÿ â ïàðàìåò-
ðè÷åñêîì âèäå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ôîðìå
v() = v1
2 sin  + 
2
2 "G(P ,;),




Äëÿ óäîáñòâà ýòà âåëè÷èíà áåðåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé íà ó÷àñòêå
 2 [ , + ], ñîîòâåòñòâóþùåì âåðõíåé ïîâåðõíîñòè êîíòóðà, è
îòðèöàòåëüíîé íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè  2 [ + , 2   ] (ãäå íàïðàâ-
ëåíèå îáõîäà è íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè ïðîòèâîïîëîæíû).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííîé ìîäåëüþ ÈÍÆ âåëè÷èíû ñêîðîñòè
äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè vmax äî-
ñòèãàåòñÿ íà êîíòóðå ïðîôèëÿ, äëÿ îãðàíè÷åíèÿ âåëè÷èíû ñêîðîñòè â
ïîòîêå äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà v 6 vmax òîëü-
êî íà êîíòóðå Lz. Òåïåðü òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ìàêñèìàëüíîé
ñêîðîñòè ïîòîêà çàäàííîé âåëè÷èíîé vmax â ñèëó (1.4.18) ìîæåò áûòü
âûðàæåíî ÷åðåç ôóíêöèþ P () è ïàðàìåòð  â âèäå
P () 6 H()  H0(,) + ("  1) ln
2 sin  + 
2
 , (1.4.19)
H0(,)  ln vmaxM(,) , M(,) = 2 jsin + sinj :
Âûðàçèì öèðêóëÿöèþ ñêîðîñòè   ÷åðåç ôóíêöèþ P () è ïàðà-
ìåòð , èñïîëüçîâàâ (1.4.12), (1.4.18) è (1.1.11).
Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè U() = jdw= d( e i )j íà îêðóæíîñòè èìå-
åò âèä U() = uh(), ãäå ôóíêöèÿ h() îïðåäåëÿåòñÿ âûáðàííîé òîïî-
ëîãèåé òå÷åíèÿ. Â ñëó÷àå êîíòóðà, íåïðîíèöàåìîãî âñþäó,




cos    
2
 ,
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îòêóäà ñíîâà ñëåäóåò ïîëó÷åííàÿ âûøå ñâÿçü (1.4.2) âåëè÷èí   è u.
Îêîí÷àòåëüíî äëÿ êîýôôèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû ñ ó÷åòîì (1.1.11),








Íàïîìíèì, ÷òî òåîðåòè÷åñêèé óãîë àòàêè  õàðàêòåðèçóåò îòêëî-
íåíèå ïðîôèëÿ îò íàïðàâëåíèÿ îáòåêàíèÿ ñ íóëåâîé ïîäúåìíîé ñèëîé.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè  = 0, åñòåñòâåííî, èìååì Cy = 0.
Èòàê, êàê âèäèì, ïàðà P (),  äåéñòâèòåëüíî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò
ãåîìåòðèþ ïðîôèëÿ è åãî îáòåêàíèå ïîòîêîì ÈÍÆ è ïîòîìó åå ñëå-
äóåò èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè è óïðàâëÿþùåãî
ïàðàìåòðà ïðè îïòèìèçàöèè.
Â çàêëþ÷åíèå ïîêàæåì, ÷òî â îñíîâíîé ÎÊÇÀ ôóíêöèÿ P () ñðàçó
îïðåäåëÿåòñÿ ïî íà÷àëüíûì äàííûì çàäà÷è. Óðàâíåíèå, îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþùåå òåîðåòè÷åñêèé óãîë àòàêè , âûâåäåíî âûøå è èìååò
âèä (1.4.4).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ñîïîñòàâëåíèÿ ïëîñêîñòåé çíà÷åíèÿ ïî-
òåíöèàëîâ ñêîðîñòè â ïåðâîíà÷àëüíîì è ïðåîáðàçîâàííîì ïîòîêàõ, âçÿ-
òûå â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó, ñîâïàäàþò. Òàê êàê ôóíê-
öèè e'() è '(s) íåïðåðûâíû, èç ñîïîñòàâëåíèÿ âûðàæåíèé (1.1.14) è




=  2u(sin + sin)
v[s()]
(1.4.21)
â ñèëó êóñî÷íîé ãëàäêîñòè ôóíêöèè v(s) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîä-
íàÿ s0() ãåëüäåðîâñêàÿ âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî-
÷åê , ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëÿì ôóíêöèè v[s()]. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ
 =  =  + , à òàêæå  =   è  = 2    ïðè " 6= 2.
Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ ôóíêöèÿ v0(s) íåïðåðûâíà â òî÷êå s
ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà, â òî÷êå  =  ïðîèçâîäíàÿ s
0() íåïðåðûâíà,
ïðè÷åì s02()  2u cos=v0[s()]. Ó÷òÿ, ÷òî v(s) îáðàùàåòñÿ â íóëü
ïîðÿäêà 2="  1 â çàäíåé êðîìêå, èç ôîðìóëû (1.4.21) ïîëó÷èì
s()  ['1   e'()]"=2  2 sin  + 
2
"
,  =  ,  = 2   :
Ñëåäîâàòåëüíî, s0()  [2 sin(( + )=2)]" 1 â çàäíåé êðîìêå.
Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèÿ, íàëîæåííûå íà ðàñïðåäåëåíèå
v(s) â ïîñòàíîâêå îáðàòíîé çàäà÷è, ãàðàíòèðóþò, ÷òî s() áóäåò
íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé, îáëàäàþùåé ãåëüäåðîâñêîé
ïðîèçâîäíîé, êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê
 =  ,  = 2   , ãäå ïðîèçâîäíàÿ s0() èìååò íóëè ïîðÿäêà "  1.
Òåïåðü èç ôîðìóëû (1.4.10) ëåãêî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ
P (). Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî u =  =(4 sin) ïðè  6= 0 è
u = '1=4 ïðè  = 0; ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (1.4.4) â ïðåäåëå
ïðè  ! 0.
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1.4.2. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè. Ïîä óñëîâèÿìè ðàçðåøèìîñòè â
òåîðèè ÎÊÇÀ (ñì. [35]) ïîíèìàþò óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè èñêîìîãî êîí-
òóðà Lz, óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè v1 ñî çíà÷å-
íèåì, îïðåäåëÿåìûì â ïðîöåññå ðåøåíèÿ, à òàêæå óñëîâèÿ ôèçè÷åñêîé
ðåàëèçóåìîñòè ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ (â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ îäíîëèñò-
íîñòè îáëàñòè òå÷åíèÿ). Èñòîðèÿ âûâîäà óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ÎÊÇÀ
ïîäðîáíî îïèñàíà â [12, 34, 35, 109].
Óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè èñêîìîãî êîíòóðà ýêâèâàëåíòíû òðåáîâà-
íèþ îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè z() (îòñóòñòâèþ ëîãàðèôìè÷åñêîé îñî-
áåííîñòè), ÷òî áóäåò äîñòèãíóòî, åñëè ïðèðàâíÿòü íóëþ âû÷åò
c 1 = res
=1
( dz= d). Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé, ïðîâåäåííûõ â ï. 1.4.1,
óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè êîíòóðà Lz ïîëó÷åíû â âèäå (1.4.16), (1.4.17).























è óñòðåìèòü  ê áåñêîíå÷íîñòè, íàéäåì, ÷òî âåëè÷èíà ñêîðîñòè íà
áåñêîíå÷íîñòè áóäåò ñîâïàäàòü ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì v1 = 1 òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.4.8).
Òàêèì îáðàçîì, â ÿâíîì âèäå ïîëó÷åíû ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå
ðàâåíñòâà (1.4.8), (1.4.16) è (1.4.17)  îñíîâíàÿ ãðóïïà óñëîâèé ðàç-
ðåøèìîñòè, âûðàæåííûõ ÷åðåç óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ P () è òåîðå-
òè÷åñêèé óãîë àòàêè . Òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ
ÎÊÇÀ ýòè óñëîâèÿ ìîãóò íå âûïîëíèòüñÿ, èñõîäíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ
íåêîððåêòíîé. Äëÿ åå ðåãóëÿðèçàöèè ðàçðàáîòàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
òåîðèÿ êâàçèðåøåíèé (ñì. [35], ãë. 2 è ãë. 3).
Ïîñòàíîâêà îñíîâíîé ÎÊÇÀ íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðåáîâàíèå îäíî-
ëèñòíîñòè ðåøåíèÿ, à ïðåäñòàâëåíèå (1.4.9) ïîçâîëÿåò íàéòè êîíòóðû,
êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, áóäóò ïðîñòûìè ëèøü íà ìíîãîëèñòíûõ ðè-
ìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ïîýòîìó òðåáîâàíèå îäíîëèñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ôèçè÷åñêîé ðåàëèçóåìîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è.
Äàæå åñëè óñëîâèÿ (1.4.8), (1.4.16) è (1.4.17) âûïîëíåíû, íàéäåí-
íûé êîíòóð Lz ìîæåò îêàçàòüñÿ ñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ. Çíà÷èò, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü ôèçè÷åñêóþ ðåàëèçóåìîñòü ðåøåíèÿ ÎÊÇÀ, íóæíî óñòà-
íîâèòü ïðèçíàêè îäíîëèñòíîñòè îáëàñòè òå÷åíèÿ Gz. Êðîìå òîãî, èõ
æåëàòåëüíî âûðàçèòü íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè
v(s). Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò ôóíêöèè v(s), êîòîðûì çàâåäîìî ñîîò-
âåòñòâóþò íåîäíîëèñòíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ äîëæ-
íû áûòü èñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ, ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ èñõîäíûõ
ôóíêöèé v(s) äîëæíî áûòü ñóæåíî. Ýòî ñóæåíèå ìîæíî îñóùåñòâèòü,
èñïîëüçîâàâ òîò èëè èíîé ïðèçíàê îäíîëèñòíîñòè.
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè îáåñïå÷èâàþò ïðèíàäëåæ-
íîñòü èñêîìîé îáëàñòè Gz ìíîæåñòâó îáëàñòåé ñ îïðåäåëåííûìè
ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (íàïðèìåð, ñ âûïóêëûì èëè çâåçäíûì
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äîïîëíåíèåì), ïîñòðîåíû äëÿ ñëó÷àÿ óãëîâîé çàäíåé êðîìêè (" < 2)
è ïîäðîáíî îïèñàíû â îáçîðàõ [5, 6]. Êàê ïðàâèëî, îíè âûðàæàþòñÿ
íå ÷åðåç ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè v(s), à ÷åðåç óïðàâëÿþùóþ ôóíê-
öèþ P (). Çíà÷èòåëüíî áîëüøèå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè ïîñòðîåíèè
óñëîâèé îäíîëèñòíîñòè äëÿ ïðîôèëåé ñ áåñêîíå÷íî òîíêîé çàäíåé
êðîìêîé (" = 2). Â ýòîì ñëó÷àå êîíòóð ïðîôèëÿ íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîí-
ôîðìíîé êðèâîé
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè õàðàêòåðèçóþò ëèøü íåêîòî-
ðûå ïîäêëàññû èç ìíîæåñòâà îäíîëèñòíûõ ðåøåíèé, è ïîýòîìó èõ
èñïîëüçîâàíèå ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó ñóæåíèþ ìíîæåñòâà äîïó-
ñòèìûõ ôóíêöèé P (). Öåëåñîîáðàçíåå ñóçèòü ýòî ìíîæåñòâî çà ñ÷åò
èñêëþ÷åíèÿ èç íåãî ÷àñòè íåîäíîëèñòíûõ ðåøåíèé, èñïîëüçîâàâ íåîá-
õîäèìûå óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè. Óêàæåì íåêîòîðûå èç íèõ, äîñòà-
òî÷íî ïðîñòî âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ P ().
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êðûëîâûõ ïðîôèëåé ñ áåñêîíå÷íî òîíêîé
çàäíåé êðîìêîé (" = 2), îãðàíè÷åííûõ ëÿïóíîâñêèìè êîíòóðàìè Lz,
êðèâèçíà êîòîðûõ âñþäó îãðàíè÷åíà. Ô. Ã. Àâõàäèåâ [4] ïîêàçàë, ÷òî
äîñòàòî÷íûì äëÿ íåîäíîëèñòíîñòè îáëàñòè òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå
v01()  v02(2   ) 6 2v0(0),  2 [0,]: (1.4.22)
Çäåñü v0() = v[s()]  ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå áåñ-
öèðêóëÿöèîííîìó ðåæèìó îáòåêàíèÿ, v01() = v0() ïðè  2 [0,] (íà
âåðõíåé ïîâåðõíîñòè Lz), v02() = v0() ïðè  2 [, 2] (íà íèæíåé
ïîâåðõíîñòè). Èç íåðàâåíñòâà (1.4.22) åñòåñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
îäíîëèñòíûõ ïðîôèëåé íåäîïóñòèìû ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå ðàñïðå-
äåëåíèÿ v0(s).
Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êîíòóðîâ Lz
íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà, îáðàòíîãî (1.4.22),
max
2[0,]
[v01()  v02(2   )] > 2v0(0),







  e P () + e P (2 )   2 e P (0)o > 0: (1.4.23)










Â ñèëó (1.4.22) îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îäíîëèñòíî-
ñòè, íî îïðåäåëÿåò áîëåå øèðîêîå, ÷åì (1.4.23), ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ
ôóíêöèé P (). Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ ïðîôèëåé óñëî-
âèÿ (1.4.23) è (1.4.24) ñîâïàäàþò.
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Äàëåå, äëÿ îäíîëèñòíîñòè ðåøåíèÿ ÎÊÇÀ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà [3]
j('+') + (' ')  2(')j 6 12j'j (1.4.25)




ln v[s(')] d', ' 2 [a, b],
s = s(')  ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ (1.1.14), à âåëè÷èíû a è b äîëæíû
áûòü òàêèìè, ÷òîáû èíòåðâàëó [a, b] ñîîòâåòñòâîâàë íåêîòîðûé ó÷àñòîê
ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè '(s).
Îòìåòèì, ÷òî íåâûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (1.4.25) äëÿ ëþáîé ôèê-
ñèðîâàííîé òðîéêè òî÷åê ', ' + ', '   ' îçíà÷àåò, ÷òî ðå-
øåíèå ÎÊÇÀ íàâåðíÿêà áóäåò íåîäíîëèñòíûì. Íàçâàííîå ñâîé-
ñòâî ïîçâîëèëî ñòðîãî äîêàçàòü, ÷òî â ÎÊÇÀ ñóùåñòâóþò òà-
êèå ðàñïðåäåëåíèÿ-ëîâóøêè v(s), çàäàííûå íà íåêîòîðîì èíòåðâà-
ëå, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïðè ëþáîì äîîïðåäåëåíèè ñêîðîñòè íà
îñòàëüíûõ ó÷àñòêàõ îäíîëèñòíîå ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò (ïðèìåðîì
ðàñïðåäåëåíèÿ-ëîâóøêè ñëóæèò óïîìÿíóòîå âûøå ìîíîòîííîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñêîðîñòè).
1.4.3. Àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Â îáðàòíîé çàäà÷å
òðåáóåòñÿ íàéòè íå òîëüêî ôîðìó ïðîôèëÿ, íî è åãî àýðîäèíàìè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ èñõîäíûõ äàííûõ îáðàòíîé
çàäà÷è óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óäîâëåòâîðåíû, ïðîáëåì ñ íàõîæäåíè-
åì ñêîðîñòè è êîýôôèöèåíòà äàâëåíèÿ íåò: çàâèñèìîñòü v(s) çàäàíà,
ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå Cp íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå
Cp = 1   (v=v1)2, âûòåêàþùåé èç óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè (1.1.5). Ïðè
ýòîì ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè v() èìååò âèä (1.4.18).
Äàëåå, âåëè÷èíà Y ïîäúåìíîé ñèëû îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1.1.9).
Ýòà ôîðìóëà õàðàêòåðèçóåò ñëåäóþùóþ èíòåðåñíóþ îñîáåííîñòü îá-
ðàòíîé çàäà÷è. Çàäàâ æåëàåìîå ðàñïðåäåëåíèå v(s) íà ïðîôèëå, à
òàêæå âåëè÷èíû v1 è 1, ìû òåì ñàìûì çàôèêñèðîâàëè âåëè÷èíó
ïîäúåìíîé ñèëû ýòîãî ïðîôèëÿ è â ñèëó (1.1.11) åùå äî ðåøåíèÿ
çàäà÷è ìîæåì îöåíèòü çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ìàêñèìèçàöèþ öèðêóëÿöèè   (è ïîäúåìíîé ñèëû Y )
ìîæíî îñóùåñòâèòü çà ñ÷åò âûáîðà ôóíêöèè v(s).
Êàê îòìå÷åíî âûøå, ìîäåëü ÈÍÆ ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü àýðîäèíàìè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîôèëÿ, ðàññ÷èòàííûå äëÿ ðàçíûõ ðåæèìîâ
îáòåêàíèÿ. Ïîÿñíèì ýòî.
Ïóñòü , v1  èñõîäíûå óãîë àòàêè è âåëè÷èíà ñêîðîñòè íà
áåñêîíå÷íîñòè. Íàéäåì àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ äðóãèõ
çíà÷åíèé 1 è v11 ýòèõ âåëè÷èí.
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Â ñèëó êîíôîðìíîñòè îòîáðàæåíèÿ zP () ïðè èçìåíåíèè óãëà àòàêè
íà âåëè÷èíó  = 1    èìååì
zP1() = e






(çäåñü è äàëåå èíäåêñîì 1 îòìå÷åíû âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåæè-
ìó òå÷åíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè 1 è v11). Òîãäà óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè












Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçìåíåíèè óãëà àòàêè íà âåëè÷èíó  òåîðå-
òè÷åñêèé óãîë àòàêè  èçìåíèòñÿ íà òó æå âåëè÷èíó, à ñêîðîñòü íà
áåñêîíå÷íîñòè â êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè  ïðîïîðöèîíàëüíî èçìåíåíèþ
ñêîðîñòè â ôèçè÷åñêîé îáëàñòè. Òàê êàê ïðè ïîâîðîòå ïðîôèëÿ ôóíê-
öèÿ s() (ñëåäîâàòåëüíî, è P ()) ñîõðàíèòñÿ, íîâîå ðàñïðåäåëåíèå
ñêîðîñòè íà ïðîôèëå ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëå
v1() = 2v11 cos
   1
2
2 sin  + 1
2
2 " expP (): (1.4.27)
Èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé â (1.4.27) è (1.4.18) ïîëó÷èì, ÷òî ðàñïðåäå-







2 sin  + 1
2
2 "v1 cos    
2




à öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè  ðàâåíñòâîì  1 =  v11 sin1=(v1 sin): Îò-
ñþäà ñëåäóåò Cy1 = Cy sin1= sin:
1.4.4. Ðåøåíèå ïî ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà. Â êà÷åñòâå îäíîãî
èç êðàåâûõ óñëîâèé íà èñêîìîì êîíòóðå àíàëîãè÷íî (1.1.16) çàäàäèì
ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè  = (s), óäîâëåòâîðÿþùåå òåì æå îãðàíè÷å-
íèÿì, ÷òî è â îñíîâíîé ÎÊÇÀ ïî ìîäåëè ÈÍÆ. Â êà÷åñòâå êàíîíè-
÷åñêîé îáëàñòè G â ïëîñêîñòè , êàê è ðàíåå, âîçüìåì âíåøíîñòü
åäèíè÷íîãî êðóãà (ñì. ðèñ. 1.5, á), à â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ôóíê-
öèè  àíàëèòè÷åñêóþ â G ôóíêöèþ 0 = ln( dw= dz) = S   i#, ãäå
#àðãóìåíò âåêòîðà ñêîðîñòè. Òàê êàê îáëàñòü Gw â ïëîñêîñòè w ïðè
èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà ñîõðàíÿåò òîò æå âèä, ÷òî è äëÿ
ìîäåëè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ðèñ. 1.5, à), ôóíêöèÿ w()
îïðåäåëèòñÿ ôîðìóëîé (1.4.1) ñ ïîñëåäóþùèì íàõîæäåíèåì ïàðàìåò-
ðà  èç óðàâíåíèÿ (1.4.4) è âåëè÷èíû C0 ïî ôîðìóëå (1.4.3). Ó÷òÿ ïî-
âåäåíèå ñêîðîñòè (s) â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê A è B, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ
ìîäåëè ÈÍÆ íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ 0 áóäåò èìåòü ëîãàðèô-
ìè÷åñêèå îñîáåííîñòè â òî÷êàõ îáðàùåíèÿ ñêîðîñòè â íóëü (â  =  è
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ïðè " 6= 2 â òî÷êå  = e i), ïðè÷åì 0()  (2  ") ln(   e i) ïðè
 ! e i è " 6= 2; 0()  ln(   ) ïðè  ! . Çàâèñèìîñòü s()





Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ îñíîâíîé ÎÊÇÀ ïî ìîäåëè
ãàçà ×àïëûãèíà ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ÈÍÆ (ñì. [35, 109]).
Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå áóäåò ñîñòîÿòü â êâàçèêîíôîðìíîñòè îòîáðà-
æåíèÿ z = zP (), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (1.2.21). Ïîñëå
âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè 0() âî âíåøíîñòè êðóãà êîíòóð èñêîìîãî



























() = (SP )(),
P () = S()  S0(); S0() = lnM(,)  ("  1) ln
2 sin  + 
2
 :
Îòìåòèì, ÷òî ïðè c2 = 0 èç (1.4.29) âûòåêàåò ïðåäñòàâëåíèå, ðàâíî-
ñèëüíîå (1.4.9). Äàëåå, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôóíêöèÿ zP () íå ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêîé (ýòî ñâÿçàíî ñ äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì â (1.4.29),
ó÷èòûâàþùèì ñæèìàåìîñòü ãàçîâîãî ïîòîêà), âèä óñëîâèé ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷è ñîõðàíèòñÿ, èçìåíÿòñÿ ëèøü ïîñòîÿííûå B0, B1, B2 â
(1.4.8), (1.4.16) è (1.4.17):
B0 = 2 ln1,
B1 + iB2 =  4i sin c
221
1+ c221
  ("  1) e i , (1.4.30)
ãäå
1 = (1), () = 2[1+ (1+ 4c
22)1=2] 1:
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Ïðèâåäåííàÿ âûøå ïîñòàíîâêà ÎÊÇÀ ïðåäïîëàãàåò ïîñòðîåíèå êðû-
ëîâûõ ïðîôèëåé, îáëàäàþùèõ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè ïðè íåêîòîðîì
ðàñ÷åòíîì óãëå àòàêè. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàæíîé ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîôèëåé, èìåþùèõ æåëàåìûå àýðîäèíàìè÷å-
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ñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðè èçìåíåíèè óãëà àòàêè â íåêîòîðîì çàäàí-
íîì äèàïàçîíå. Ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ
ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè.
Åñëè ôîðìà êðûëîâîãî ïðîôèëÿ èçâåñòíà, òî, íàõîäÿñü â ðàìêàõ
êàêîé-ëèáî âûáðàííîé ìîäåëè, ìîæíî ñâÿçàòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè
âäîëü êîíòóðà ïðîôèëÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ óãëà àòàêè  è âåëè÷èíû
v1 ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà. Òàêàÿ ñâÿçü íàèáîëåå ïðîñòà ïðè
èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè ÈÍÆ è èìååò âèä (1.4.27), ãäå v1(), v11 è
1  ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè è ïàðàìåòðû, ñîîòâåòñòâóþùèå íîâîìó
ðåæèìó îáòåêàíèÿ. Ïîýòîìó íóæíûå ñâîéñòâà ïðîôèëÿ ïðè èçìåíåíèè
óãëà àòàêè â çàäàííîì äèàïàçîíå ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû çà ñ÷åò
ñïåöèàëüíîãî âûáîðà ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè íà êîíòóðå ïðîôèëÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ÷èñëó çíà÷åíèé óãëà àòàêè
èç óêàçàííîãî äèàïàçîíà, â ÷àñòíîñòè, åãî êðàéíèì çíà÷åíèÿì. Ýòè
ðàñïðåäåëåíèÿ è äîëæíû áûòü èñõîäíûìè â îáðàòíîé çàäà÷å.
Ïðèâåäåì ïîñòàíîâêó ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè è îïèøåì
ñõåìó ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ, êîòîðîå èñ-
ïîëüçóåì íèæå ïðè ðåøåíèè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.
1.5.1. Ïîñòàíîâêà îñíîâíîé çàäà÷è. Â ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z
(ðèñ. 1.6, a) èñêîìûé íåïðîíèöàåìûé êðûëîâîé ïðîôèëü îáòåêàåòñÿ
óñòàíîâèâøèìñÿ ïîòîêîì ÈÍÆ. Êîíòóð Lz ïðîôèëÿ èìååò ïåðèìåòð L
è óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì ïîñòàíîâêè ÎÊÇÀ èç ðàçä. 1.4. Õîðäà
ïðîôèëÿ íàïðàâëåíà âäîëü îñè x âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äó-
ãîâàÿ êîîðäèíàòà s îòñ÷èòûâàåòñÿ îò s = 0 â òî÷êå B äî s = L â íåé
æå òàê, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè s îáëàñòü òå÷åíèÿ îñòàåòñÿ ñëåâà. Íà





















Ðèñ. 1.6. Ê ïîñòàíîâêå ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè: aôèçè÷åñêàÿ
ïëîñêîñòü; áðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè vj(s), j = 1, 2, äëÿ êðàéíèõ çíà÷åíèé
óãëà àòàêè èç çàäàííîãî äèàïàçîíà (ñëó÷àé " = 2)
Ïóñòü v11 è v12  ñêîðîñòè íåâîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ ïðè îá-
òåêàíèè ïðîôèëÿ ïîä óãëàìè àòàêè 1 è 2. Èçâåñòíûìè ñ÷èòàþòñÿ
âåëè÷èíû  = 1  2 > 0, v11 è k = v11=v12. Âäîëü êîíòóðà ïðîôèëÿ
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ñîîòâåòñòâåííî íà èíòåðâàëàõ [0, s0] è [s0,L] çàäàíû ðàñïðåäåëåíèÿ
ñêîðîñòè ïîòîêà vj(s), j = 1, 2, äëÿ ðåæèìîâ îáòåêàíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè
j è v1j (ðèñ. 1.6, á):
v1(s) = (L  s)2=" 1(s  s1)n1v1 (s), s 2 [s0,L],
v2(s) =  s2=" 1(s2   s)n2v2 (s), s 2 [0, s0],
ãäå vj (s)  ïîëîæèòåëüíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, ãëàäêèå â òî÷êàõ
sj . Ïàðàìåòðû n1 è n2 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, 0 6 n1 + n2 6 1 è
õàðàêòåðèçóþò ðàçëè÷íûå ñõåìû çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ. Âåëè÷èíû
s1 è s2 ïðè n1 6= 0, n2 6= 0 îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå òî÷åê Aj ðàçâåòâ-
ëåíèÿ ïîòîêà íà êîíòóðå ïðè êàæäîì èç ðåæèìîâ îáòåêàíèÿ. Çíàêè
vj(s) ñâÿçàíû ñ íàïðàâëåíèåì îáõîäà êîíòóðà è ïîýòîìó v2(s) < 0 ïðè
s 2 (0, s2), v1(s) > 0 ïðè s 2 (s1,L); çíà÷åíèÿ v2(0) è  v1(L) ñòðîãî
îòðèöàòåëüíû ïðè " = 2 (áåñêîíå÷íî òîíêàÿ êðîìêà, ñì. ðèñ. 1.6, á)),
v2(0) = v1(L) = 0 ïðè " 2 [1, 2). Â ñèëó óñëîâèÿ  > 0 äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî s2 > s1. Åñëè n2 = 1 è n1 = 0, òî s0 > s2
(ñõåìà 1). Ñëó÷àþ n1 = 1 è n2 = 0 ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâî s0 6 s2
(ñõåìà 2). Ïðè n1 = n2 = 0 ôóíêöèè vj(s) çíàêîïîñòîÿííû (ñõåìà 3).
Óêàçàííûå ñõåìû çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ ïðè " = 2 ïðåäñòàâëåíû


































Ðèñ. 1.7. Ñõåìû çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ ïðè " = 2: àn1 = 0, n2 = 1,
s2 6 s0 < L; án1 = 1, n2 = 0, 0 < s0 < s1; ân1 = n2 = 0, s1 6 s0 6 s2
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôîðìó ïðîôèëÿ, åãî õîðäó, óãëû àòàêè j è
êîýôôèöèåíòû ïîäúåìíîé ñèëû Cyj äëÿ îáîèõ ðåæèìîâ îáòåêàíèÿ.
1.5.2. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â
îñíîâíîé ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè ïðè ïðèìåíåíèè ñïîñîáà
ñîïîñòàâëåíèÿ ïëîñêîñòåé áîëåå óäîáíîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ íîðìè-
ðîâêà êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ z = zP (): zP (1) = 1, zP (1) = 0.
Ïðè ýòîì íåçàâèñèìî îò âûáðàííîãî óãëà àòàêè çàäíåé êðîìêå ïðîôèëÿ
âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà  = 1 íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Òàêîé
âûáîð íîðìèðîâêè ñóùåñòâåííî íå âëèÿåò íà ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ðå-
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Ïåðåõîä ê ðàññìîòðåííîìó ðàíåå ñëó÷àþ îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíîé ïå-
ðåìåííûõ  7! e i ( 7!    ).
Èòàê, ïóñòü ôóíêöèÿ z = zP () êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü
E  = f : jj > 1g íà âíåøíîñòü ïðîôèëÿ, zP (1) = 1, zP (1) = 0.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ zP () äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâèå s = s()
òî÷åê êîíòóðà ïðîôèëÿ è îêðóæíîñòè  = e i  ,  2 [0, 2], ïðè÷åì
ôóíêöèÿ s() äîëæíà áûòü ãëàäêîé, ñòðîãî óáûâàþùåé è â ñèëó íàëî-
æåííûõ âûøå îãðàíè÷åíèé èìåòü ïðåäñòàâëåíèå (1.4.12), ãäå P ()
ãåëüäåðîâñêàÿ ôóíêöèÿ.
Ïóñòü wj(z), j = 1, 2,  êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû òå÷åíèé ïðè
îáòåêàíèè ïðîôèëÿ ïîä óãëàìè àòàêè j ñî ñêîðîñòÿìè íàáåãàþùåãî



















ãäå ôóíêöèè wj(), j = 1, 2,  êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû îáòåêàíèÿ
êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â ïëîñêîñòè  ñì. (1.4.1). Ðàçäåëèâ åå
äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ïðè  = 1 è  = e i  , ïîëó÷èì
ðàâåíñòâà (ñì. òàêæå ôîðìóëû (1.4.26), (1.4.28)):









,  2 [0, 2], (1.5.2)
ãäå





Ïðè îòîáðàæåíèè zP () ïðîîáðàçàìè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè òî÷åê
Aj ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà íà êîíòóðå ïðè êàæäîì èç ðåæèìîâ îáòåêàíèÿ
áóäóò òî÷êè j = exp[i ( + 2j)], j = 1, 2. Ïóñòü 0 = exp[i ( + 20)] 




v1(s) ds, s 2 [s0,L], '2(s) =
sZ
0
v2(s) ds, s 2 [0, s0],
'1 = '1(s0), '2 = j'2(s0)j,
'0j = j'j(sj)j ïðè n1 6= 0 èëè n2 6= 0,
Âåëè÷èíû 'j è '0j , j = 1, 2, îïðåäåëÿþò ïëîùàäè ýïþð ðàñ-
ïðåäåëåíèé vj(s) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëàõ (çàøòðèõîâàíû íà
ðèñ. 1.7).
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Òåïåðü ïîòåíöèàëû ñêîðîñòè ïðè îáòåêàíèè êðóãà ñ òî÷êàìè ðàç-
âåòâëåíèÿ ïîòîêà j è òî÷êîé ñõîäà  = 1 èìåþò âèä (ñì. (1.4.5))







+  sinj    j(j   1)
i
, j = 1, 2,
ïðè÷åì  j = 4uj sinj , ñîãëàñíî óñëîâèþ Æóêîâñêîãî×àïëûãèíà
Êóòòà.
Äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñòðîãî óáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ s = s(), óñòàíàâëèâàþùàÿ ãðàíè÷íîå ñîîòâåòñòâèå îáëàñòåé
òå÷åíèÿ âíå Lz è â G , óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíèÿì
'1(s) = e'1(), s 2 [s0,L],  2 [0, + 20],
'2(s) = e'2(), s 2 [0, s0],  2 [ + 20, 2], (1.5.3)
êîòîðûå âûðàæàþò óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ñêîðîñòè íà
îêðóæíîñòè è íà êîíòóðå ïðîôèëÿ. Åñëè óðàâíåíèÿ (1.5.3) ðàçðåøèìû,
òî, íàéäÿ èç íèõ ôóíêöèþ s() âèäà (1.4.12), ìîæíî çàïèñàòü èíòå-
ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè z = zP () â âèäå (1.4.9).
Èòàê, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê íàõîæäåíèþ ìîíîòîííîé ôóíêöèè
s() èç óðàâíåíèé (1.5.3). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èñõîäíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè vj(s) ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ýòîé ôóíêöèè
ìîæåò áûòü íå îáåñïå÷åíî, êàê, âïðî÷åì, è âîîáùå ðàçðåøèìîñòü
óðàâíåíèé. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íàçâàííûõ ñâîéñòâ èñõîäíûå äàííûå çà-
äà÷è äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì, êîòîðûå
íàçîâåì óñëîâèÿìè ñîâìåñòèìîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ.
1.5.3. Óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ è ðàçðåøè-
ìîñòè. Ïåðå÷èñëèì ñíà÷àëà òå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò çàïè-
ñàòü óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ:
 ôóíêöèè 'j(s) è e'j() îäíîâðåìåííî äîëæíû èìåòü íå áîëåå
äâóõ ó÷àñòêîâ ìîíîòîííîñòè, ïðè÷åì
'1(L) = e'1(0) = 0, '2(0) = e'2(2) = 0;
 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà
'1(s0) = e'1( + 20), '2(s0) = e'2( + 20),
âûðàæàþùèå óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé â (1.5.3) íà
êîíöàõ ó÷àñòêîâ ìîíîòîííîñòè;
 çíà÷åíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé â (1.5.2) äîëæíû áûòü ðàâíû
ñîîòâåòñòâåííî ïðè  = 0,  = 2 è  =  + 20.
Íàéäÿ çàòåì çàâèñèìîñòü s = s(), âîññòàíîâèì ôóíêöèþ
z = zP (), êàê ýòî óêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Îäíàêî âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ íå îáåñïå÷èò îäíîçíà÷íîñòè
ôóíêöèè zP () (ñëåäîâàòåëüíî, çàìêíóòîñòè èñêîìîãî êîíòóðà Lz),
à òàêæå ñîâïàäåíèÿ âåëè÷èíû v11, îïðåäåëÿåìîé â õîäå ðåøåíèÿ,
ñî çíà÷åíèåì, çàäàííûì â ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ýòèõ
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ñâîéñòâ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè
ÎÊÇÀ ñì. (1.4.16), (1.4.17).
Ñôîðìóëèðóåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò (cì. [35, 109]).
Òåîðåìà 1.2. Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ  è k ïàðàìåòðû 0, 1,
2, u01, u02, õàðàêòåðèçóþùèå èñêîìîå ðåøåíèå, îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïî íà÷àëüíûì äàííûì çàäà÷è ôîðìóëàìè
0 = 1 + arcctg(a
 cosec    ctg ), 1 = arctg(a cosec    ctg ),
2 = 1   , u1 = 0,5'1[2 cos0 cos(1   0) + ( + 20) sin1] 1,












Äëÿ ðàçðåøèìîñòè ÎÊÇÀ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ
óñëîâèé ñîâìåñòèìîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ: ðàâåíñòâà u1 = ku2 äëÿ
âñåõ òðåõ ñõåì çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ñîîò-
íîøåíèé





(s0) ïðè s0 = s2
äëÿ ñõåìû 1;
2u1[2 cos0 + ( + 21) sin1] = '01 ïðè s0 6= s1,
k2v2
2
(s0) = 8u1 cos1 sin
2 v01(s0) ïðè s0 = s2
äëÿ ñõåìû 2.
Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ z = zP (), äàþùàÿ ðåøåíèå çàäà÷è,
èìååò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (1.4.9), ãäå ïëîòíîñòü P ()
íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1.5.3). Ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè zP () çà-
äàííîìó êëàññó ðåøåíèé ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèÿìè ðàçðåøèìîñòè
(1.4.16), (1.4.17).
Èòàê, ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæåííûå ÷åðåç íà÷àëüíûå äàí-
íûå ÎÊÇÀ è îïðåäåëÿþùèå êàê ñõåìó çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé vj(s),
òàê è ñîâìåñòèìîñòü ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ ñî-
îòíîøåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ÎÊÇÀ íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü
óñëîâèÿì ðàçðåøèìîñòè (1.4.16), (1.4.17). Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ çà-
ìêíóòîãî êîíòóðà Lz â íåèçìåííîì âèäå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ìåòîä
êâàçèðåøåíèé ïî ñõåìå, èçëîæåííîé â ãë. 2.
Çàìå÷àíèå 1.2. Çàäàíèå ðàñïðåäåëåíèé vj(s) â ñëó÷àå ïîñòðî-
åíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ïðîôèëåé ïðåäñòàâëÿåò áîëüøèå òðóäíîñòè,
òàê êàê óñëîâèå ñèììåòðèè íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà ôóíêöèè vj(s), j = 1, 2. Åñëè æå
s0 = L=2, k = 1, v2(s) =  v1(L  s), s 2 [0,L=2],
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òî òàêèì èñõîäíûì äàííûì âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íûé
êîíòóð, ïðè÷åì 1 =  2 = =2, 0 = 0, à óñëîâèå ñîâìåñòèìîñòè
íà÷àëüíûõ äàííûõ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.
1.5.4. Îáîáùåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè.
Âåðíåìñÿ ê ïîñòàíîâêå îñíîâíîé ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòà-
êè, âûáðàâ ñõåìó 3 çàäàíèÿ èñõîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè (ñì.
ðèñ. 1.7, â), ñ÷èòàÿ çàäíþþ êðîìêó B áåñêîíå÷íî òîíêîé è ââåäÿ îáîá-
ùåííóþ êîîðäèíàòó , 0 6  6 L, ïîçâîëÿþùóþ îäíîçíà÷íî ïàðàìåò-
ðèçîâàòü èñêîìûé êîíòóð. Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó òî÷êà C äåëèò èñêîìûé
êîíòóð íà äâå ÷àñòè è èìååò êîîðäèíàòó  = 0. Íà èíòåðâàëàõ [0, 0]
è [0,L] çàäàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè vj() > 0, j = 1, 2, õàðàêòå-
ðèçóþùèå îáòåêàíèå èñêîìîãî ïðîôèëÿ ñîîòâåòñòâåííî ñî ñêîðîñòÿìè
vj1 íàáåãàþùåãî ïîòîêà äëÿ óãëîâ àòàêè j . Âñå ñêîðîñòè áóäåì
îòíîñèòü ê âåëè÷èíå v11, êîòîðàÿ, êàê è âåëè÷èíû  = 1   2 > 0
è k = v11=v21, ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé. Îòûñêèâàþòñÿ ôîðìà ïðîôèëÿ è
åãî àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.
Åñëè  = s, L  ïåðèìåòð èñêîìîãî êîíòóðà, òî èìååì îñíîâíóþ
ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè. Ïðè  = , L = 2 ïîëó÷èì ïàðà-
ìåòðèçàöèþ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè âî âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè.
Åñëè  = x, L = b, èìååì òàê íàçûâàåìóþ çàäà÷ó ïî õîðäîâîé äèàãðàì-
ìå ñêîðîñòè (â ýòîì ñëó÷àå èíòåðâàëû [0, 0] è [0,L] çàäàíèÿ ôóíêöèé
vj() ñîâïàäàþò è ðàâíû [0, b]).
Èäåÿ ðåøåíèÿ ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè ñ îáîáùåííîé
ïàðàìåòðèçàöèåé ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè áàçèðóåòñÿ íà ñïîñîáå ñî-
ïîñòàâëåíèÿ ïëîñêîñòåé è èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè êîíôîðìíîãî
îòîáðàæåíèÿ z = zP (). Ïðè ýòîì
P () = ln
 Uj()vj [()]
 , Uj() =  2uj cos2   j , (1.5.4)
 2 [0, + 20] ïðè j = 1,  2 [ + 20, 2] ïðè j = 2,
è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî íàéòè ôóíêöèþ
 = (),  2 [0, 2]. Îòìåòèì, ÷òî íåçàâèñèìî îò âèäà ïàðàìåòðà 
îñòàåòñÿ â ñèëå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.2 îá îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ
0, 1 è 2. Âìåñòå ñ òåì â îòëè÷èå îò îñíîâíîé ÎÊÇÀ ïðè ïðîèçâîëü-
íîì âûáîðå ïàðàìåòðà  íåëüçÿ ïðèðàâíÿòü äðóã äðóãó ïîòåíöèàëû ñêî-
ðîñòè òå÷åíèÿ â ôèçè÷åñêîé è âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòÿõ è ïîëó÷èòü
ôóíêöèþ  = () è âûðàæåíèÿ äëÿ u1 è u2, õîòÿ óñëîâèå u1=u2 = k
ñîâìåñòèìîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ îñòàåòñÿ â ñèëå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ôóíêöèè () â îáùåì ñëó÷àå ñëóæèò èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå âèäà (ñì. òàêæå [106])
0() = (F)()  F[x0(), y0()](), (1.5.5)
ãäå x() + i y() = z( e i ), à F  îïåðàòîð ñïåöèàëüíîãî âèäà (â
÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ åãî âèä óêàçàí íèæå). Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû u1 è u2
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äîëæíû áûòü ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü çàäàííûå äëèíû èí-
òåðâàëîâ èçìåíåíèÿ  è óêàçàííîå óñëîâèå ñîâìåñòèìîñòè. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ (1.5.5).
Ïóñòü  = . Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1.5.5) âûïîëíÿåòñÿ òîæ-
äåñòâåííî, à îãðàíè÷åíèåì íà çàäàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ vj() ñëóæèò
óñëîâèå u1=u2 = k: Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ øèðî-
êî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ãèäðîïðîôèëåé (ñì., íàïðèìåð,
[110]).
Ïóñòü òåïåðü
[0()]2 = [x0()]2 + [y0()]2,









,  2 [ + 20, 2],
êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé (1.5.3) è ðåçóëüòàò î ðàçðå-
øèìîñòè êîòîðîé ñîäåðæèò òåîðåìà 1.2.
Íàêîíåö, ïóñòü
() = x(),  2 [0, + 20]; () =  x(),  2 [ + 20, 2]:







d  uj[x(),C](), (1.5.6)
 2 [0, + 20] ïðè j = 1;  2 [ + 20, 2] ïðè j = 2:
Çäåñü ôóíêöèÿ #() âîññòàíàâëèâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ãèëüáåðòà ñ ïëîò-
íîñòüþ ln vj [x()] è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì îò èñêîìîé
ôóíêöèè x = x(), à C  íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, âëèÿþùàÿ íà îðèåí-
òàöèþ èñêîìîãî ïðîôèëÿ îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ôóíêöèÿ x() äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé (÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ âèäîì
îïåðàòîðà ), èìåòü äâà ó÷àñòêà ìîíîòîííîñòè è óäîâëåòâîðÿòü óñëî-
âèÿì
x(0) = b, x(2) = b, x0( + 20) = 0: (1.5.7)
Ñîîòíîøåíèå (1.5.6) âìåñòå ñ (1.5.7) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó
óðàâíåíèé äëÿ îòûñêàíèÿ ôóíêöèè x() è çíà÷åíèé u01, u02 è C.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí ÿâíûé âèä èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ çàäà÷è, íî ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå åãî ðåøåíèå íå óäàåòñÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîé îêàçàëàñü èòåðàöèîííàÿ ïðî-
öåäóðà, ïîäðîáíî îïèñàííàÿ â [36, 106].
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1.6. Âàðèàöèîííûå îáðàòíûå êðàåâûå çàäà÷è
Âî ââåäåíèè áûëà äàíà èñïîëüçóåìàÿ íàìè òðàêòîâêà òåðìèíà
¾âàðèàöèîííûå îáðàòíûå êðàåâûå çàäà÷è¿. Òåïåðü ïîäðîáíåå ïîÿñíèì
ñõåìó ïîñòàíîâêè òàêèõ çàäà÷.
Êàê èçâåñòíî [12, 89], â ÎÊÇ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ìîäå-
ëèðóþùèõ îáòåêàíèå òåë èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ, êðàåâûå
óñëîâèÿ
w(z)jLz = '(s) + i (s), s 2 [0,L],
îïðåäåëÿþò óðàâíåíèå êîíòóðà Lw, îãðàíè÷èâàþùåãî îáðàç èñêîìîé
îáëàñòè òå÷åíèÿ Gz ïðè îòîáðàæåíèè èñêîìîé ôóíêöèåé (êîìïëåêñíûì
ïîòåíöèàëîì) w(z) = ' + i . Óðàâíåíèå êîíòóðà Lw ìîæíî çàäàòü â
ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå â âèäå (', ) = 0, ãäå  óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâà-
íèÿì òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè. Åñëè ïðè ýòîì ñîõðàíèòü, íàïðèìåð,
êðàåâîå óñëîâèå ' = '(s), s 2 [0,L], òî ïîëó÷èì ôîðìóëèðîâêó ÎÊÇ,
ðàâíîñèëüíóþ èñõîäíîé. Åñëè æå ïîñëåäíåå óñëîâèå çàìåíèòü òðåáî-
âàíèåì, ÷òîáû íà èñêîìîì ðåøåíèè äîñòèãàë ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
çàäàííûé ôóíêöèîíàë J (âîçìîæíî, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ), òî ïîëó÷èì ôîðìóëèðîâêó íîâîé çàäà÷è, êîòîðàÿ è
íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííîé ÎÊÇ. Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë J äîëæåí
âûðàæàòü íåêîòîðîå âàðèàöèîííîå ñâîéñòâî êàê èñêîìîé îáëàñòè Gz,
òàê è ôóíêöèè w(z). Ïîýòîìó äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè òàêèõ çàäà÷
íåîáõîäèìî çàðàíåå çàôèêñèðîâàòü êëàññ èñêîìûõ ðåøåíèé.
Èìååòñÿ ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ âàðèàöèîííûõ ÎÊÇ. Òàê, â
ðàáîòå [10] ïîñòàâëåíû è ðåøåíû íåñêîëüêî òàêèõ çàäà÷ íà êëàññå
îäíîëèñòíûõ îáëàñòåé Gz, ïðè÷åì ôóíêöèîíàë J âûðàæàåò îïðåäå-
ëåííîå èçîïåðèìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî. Ðåøåííûå â ðàáîòå [66] çàäà÷è
òàêæå îòíîñÿòñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó. Ðÿä ÿðêèõ ðåçóëüòàòîâ
ïî ðåøåíèþ âàðèàöèîííûõ ÎÊÇÀ ïîëó÷åí â òåîðèè ñòðóéíûõ è êà-
âèòàöèîííûõ òå÷åíèé, ïðè ðåøåíèè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ òåîðèè
ôèëüòðàöèè ñ äåïðåññèîííûìè êðèâûìè, ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ
àýðîäèíàìè÷åñêèõ ôîðì ïðè ñâåðõ- è ãèïåðçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ (îáçîð
ðåçóëüòàòîâ è áèáëèîãðàôèþ ñì. â [24, 25, 35, 63, 65, 69]).
Ýòè è äðóãèå ïðèìåðû ïîêàçàëè, ÷òî âàðèàöèîííûå ÎÊÇ íå âñåãäà
ðàçðåøèìû. Íàïðèìåð, åñëè èñêîìûå ôóíêöèè w(z), îïðåäåëåííûå
â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ Gz, èìåþò â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè
ïðåäñòàâëåíèå





ãäå c1  âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, ïðè÷åì ðàçîìêíóòûé êîíòóð Lw 
îáðàç Lz ïðè îòîáðàæåíèè w(z) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ çàäàííîãî îãðàíè÷åí-
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òî J = 2jc1j. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáîâàíèå J ! max ýêâèâàëåíòíî íà-
õîæäåíèþ äèàìåòðà L0. Çíà÷èò, âåëè÷èíà c1 ìîæåò áûòü îïðåäåëå-
íà çàðàíåå, ïðè÷åì íå âñåãäà îäíîçíà÷íî, è èñõîäíàÿ çàäà÷à èìååò
áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, òàê êàê îòñóòñòâóåò óñëîâèå äëÿ
íàõîæäåíèÿ îñòàâøèõñÿ ïðîèçâîëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ck, k > 2. Òà-
êèì îáðàçîì, âàæíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà îïèñàíèÿ êëàññà äîïóñòèìûõ
ôóíêöèîíàëîâ J , ãàðàíòèðóþùèõ êîððåêòíîñòü âàðèàöèîííûõ ÎÊÇ.
Â èçó÷åííûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè âàðèàöèîííûõ ÎÊÇ äëÿ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé êîððåêòíîñòü çàäà÷ óäàåòñÿ èññëåäîâàòü, åñëè
ìíîæåñòâî èñêîìûõ îáëàñòåé ìîæíî çàäàòü â âèäå ìíîæåñòâà îáðà-
çîâ êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè (â ÷àñòíîñòè, âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà
E  = f : jj > 1g) äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà êîíôîðìíûõ èëè êâàçè-
êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, îïèñûâàåìîãî óïðàâëåíèåì P . Ïåðåéäÿ ê
êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôóíêöèîíàë çàäà÷è â âèäå
J = J(P ) è çàïèñàòü íà ÿçûêå óïðàâëåíèÿ P âñå äîïîëíèòåëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ.
1.7. Èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ è áèáëèîãðàôè÷åñêèå
ññûëêè
1.7.1. Ìîäåëü èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ìîäåëü
ÈÍÆ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé è îïèñàíà ïî÷òè âî âñåõ ó÷åáíèêàõ ïî
ìåõàíèêå. Îíà îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ïî-
òîêà â èñõîäíîé îáëàñòè òå÷åíèÿ ïîñëå êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïåðåõîäèò â ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ïîòîêà â ïðåîáðàçîâàííîé îáëàñòè
ñ ñîõðàíåíèåì çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè â ïåðâîíà÷àëüíîì è
ïðåîáðàçîâàííîì ïîòîêàõ â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó ïðè
êîíôîðìíîì ïðåîáðàçîâàíèè.
Ñïîñîá ñîïîñòàâëåíèÿ ïëîñêîñòåé øèðîêî ðàñïðîñòðàíåí â ìåõà-
íèêå ñïëîøíûõ ñðåä è òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ ñ íåèçâåñòíûìè ãðàíè-
öàìè (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè Ì.È. Ãóðåâè÷à [26], Ã. Áèðêãîôà è
Ý. Ñàðàíòîíåëëî [16]) è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Åñëè èìååì êðàå-
âóþ çàäà÷ó â îáëàñòè ñ íåèçâåñòíîé (÷àñòè÷íî íåèçâåñòíîé) ãðàíèöåé
äëÿ ôóíêöèè (ñèñòåìû ôóíêöèé), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(ñèñòåìû óðàâíåíèé) â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà (â
÷àñòíîñòè, äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè), òî ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ, ñâÿçàííîé ñ êîíôîðìíûì èëè êâàçèêîíôîðìíûì îòîáðàæåíè-
åì èñêîìîé îáëàñòè íà âñïîìîãàòåëüíóþ êàíîíè÷åñêóþ îáëàñòü, íàïðè-
ìåð, åäèíè÷íûé êðóã, âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà èëè ïîëóïëîñêîñòü,
ïîëó÷àåì íîâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íîâîé èñêîìîé ôóíêöèè, íî óæå â
îáëàñòè ñ èçâåñòíîé ãðàíèöåé. Íàèáîëåå ýôôåêòèâåí ýòîò ïðèåì, êîãäà
ðå÷ü èäåò îá àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, òàê êàê ïðè êîíôîðìíûõ îòîá-
ðàæåíèÿõ ñâîéñòâî àíàëèòè÷íîñòè ñîõðàíÿåòñÿ, à â ñëó÷àå ïðîñòûõ
êðàåâûõ óñëîâèé (íàïðèìåð, ïîñòîÿíñòâà âåùåñòâåííîé èëè ìíèìîé
÷àñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà) ñîõðàíÿåòñÿ è ñàìî êðàåâîå óñëîâèå
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íà ãðàíèöå êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè. Âñå ñêàçàííîå ïðèìåíèìî ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè òå÷åíèé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Îòìåòèì, ÷òî
â êðàåâûõ çàäà÷àõ àýðîãèäðîäèíàìèêè, îïèñàííûõ â íàñòîÿùåé ãëàâå,
â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ âíåøíîñòü
åäèíè÷íîãî êðóãà, â òî âðåìÿ êàê, íàïðèìåð, â êðàåâûõ çàäà÷àõ òåîðèè
ôèëüòðàöèè òàêîâîé ñëóæèò âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü.
Çàäà÷à Øâàðöà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç áàçîâûõ êðàåâûõ çàäà÷ â êîì-
ïëåêñíîì àíàëèçå è çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ôóíêöèè, àíàëèòè-
÷åñêîé â çàäàííîé îáëàñòè, ïî çíà÷åíèÿì åå äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè
íà ãðàíèöå îáëàñòè ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ýòè çíà÷åíèÿ
è ñâîéñòâàõ ãëàäêîñòè ãðàíèöû îáëàñòè (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè
Í.È. Ìóñõåëèøâèëè [72] è Ô.Ä. Ãàõîâà [19]). Â ÷àñòíîñòè, åñëè
ôóíêöèÿ (), àíàëèòè÷åñêàÿ â åäèíè÷íîì êðóãà G = f : jj < 1g,
èìååò ïî÷òè âñþäó íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè jj = 1 ïðåäåëüíûå
çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì Re( e i ) = P (), P ()  çàäàííàÿ èíòåãðèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ, òî





e i  + 
e i    
d,
ãäå (SP )()  îïåðàòîð Øâàðöà, C  âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.
1.7.2. Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷. Ïðÿìûìè íàçûâàþò êðàåâûå
çàäà÷è, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ èëè ñèñòåìó ôóíêöèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ â çàäàííîé îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èëè ñèñòåìå òàêèõ óðàâíåíèé, à íà ãðàíèöå
îáëàñòè  çàäàííîìó êðàåâîìó óñëîâèþ. Â îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ
(ÎÊÇ), âõîäÿùèõ â êëàññ êðàåâûõ çàäà÷ ñ íåèçâåñòíûìè ãðàíèöàìè, â
êëàññè÷åñêîé èõ ïîñòàíîâêå èñêîìàÿ ãðàíèöà îáëàñòè (èëè îòäåëüíûå
åå ó÷àñòêè) è èñêîìàÿ ôóíêöèÿ îòûñêèâàþòñÿ ïî äâóì êðàåâûì óñëî-
âèÿì íà íåèçâåñòíûõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû è îäíîìó êðàåâîìó óñëîâèþ 
íà èçâåñòíûõ ó÷àñòêàõ. Íåêîòîðûå èç ÎÊÇ íåêîððåêòíû ïî Àäàìàðó.
Îäíàêî èíîãäà óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ýòèõ çàäà÷ óäàåòñÿ âûðàçèòü â
ÿâíîì âèäå è ïðè èõ âûïîëíåíèè îáîñíîâàòü ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåí-
íîãî è óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ.
Îñíîâíûå çàñëóãè â ñîçäàíèè òåîðèè ÎÊÇ êàê ðàçäåëà ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðèíàäëåæàò
Ã. Ã. Òóìàøåâó, Ì.Ò. Íóæèíó, Ô.Ä. Ãàõîâó, Ñ.Í. Àíäðèàíîâó, à òàê-
æå Ë.À. Àêñåíòüåâó, Â.Í. Ìîíàõîâó, Ð. Á. Ñàëèìîâó è Ì.È. Õàéêèíó.
Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ ïðèëîæåíèé ìåòîäîâ ýòîé òåîðèè â ìåõà-
íèêå ñïëîøíûõ ñðåä ðàçðàáîòàíû Ã. Ã. Òóìàøåâûì, Ì.Ò. Íóæèíûì,
Í.Á. Èëüèíñêèì, Î.Ì. Êèñåëåâûì, Â. Â. Êëîêîâûì, Ð. Á. Ñàëèìîâûì
è äðóãèìè. Ïðèêëàäíûå ÎÊÇ (è ïðåæäå âñåãî ÎÊÇÀ) ïîñëóæèëè, ñ
îäíîé ñòîðîíû, îòïðàâíîé òî÷êîé â ñîçäàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
òàêèõ çàäà÷, è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðåáóþò ñàìîñòîÿòåëüíûõ äåòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé â ñèëó çíà÷èòåëüíîé èõ ñïåöèôèêè. Ïðîñòîòà ïîñòàíîâîê
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â ñî÷åòàíèè ñ ðàçíîîáðàçíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è èíòåðåñíûìè
ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ðåøåíèé ïðèâëåêàåò ê íèì âíèìàíèå ñïå-
öèàëèñòîâ êàê ïî êðàåâûì çàäà÷àì, òàê è ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå.
Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ ÎÊÇ îòðàæåíû â ðÿäå îáçîðíûõ èçäàíèé [5,
6, 12, 19, 34, 57, 71, 74, 76, 81, 89, 108, 110, 118, 126, 128, 129, 138].
Òåîðèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, ïîíèìàåìûõ â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ ïî Êîøè è âõîäÿùèõ â èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé
ÎÊÇ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, èçëîæåíà â ìîíîãðàôèÿõ [19, 72].
1.7.3. Ó÷åò ñæèìàåìîñòè è âÿçêîñòè ïîòîêà ïðè äîçâóêîâîì
òå÷åíèè. Óñëîâèÿ áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ. Ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ
ó÷åòà ñæèìàåìîñòè ãàçà â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ àýðîäèíàìèêè ïîñâÿ-
ùåíî ìíîãî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, áèáëèîãðàôèþ â [27, 79]). Çíà÷è-
òåëüíàÿ èõ ÷àñòü ñâÿçàíà ñ ñîçäàíèåì âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ àäèàáàòè÷åñêîå
äâèæåíèå èäåàëüíîãî ãàçà. Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â çàìåíå èñõîäíûõ
óðàâíåíèé áîëåå ïðîñòûìè, ò. å. â ïåðåõîäå îò ðåàëüíîãî òå÷åíèÿ ê
òå÷åíèþ ôèêòèâíîãî ãàçà, íî ñ áëèçêèìè ïàðàìåòðàìè. Åñòåñòâåííî,
÷òî òàêèå ìåòîäû äàþò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, íî ïðîñòîòà ïîëó-
÷àåìûõ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óïðîùåíèþ ïðîöåäóðû
ïîèñêà ðåçóëüòàòà. Îäèí èç ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ó÷åòà ñæèìàåìîñòè
áàçèðóåòñÿ íà ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ãàçîâîé äèíàìèêè, çàïèñàííûõ â
ïëîñêîñòè ãîäîãðàôà ñêîðîñòè óðàâíåíèÿõ ×àïëûãèíà [91].
Ñ.À. ×àïëûãèí [91] ïðåäëîæèë äâà ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(1.2.13): òî÷íûé è ïðèáëèæåííûé. Òî÷íûé ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí
ê äîñòàòî÷íî øèðîêîìó êëàññó çàäà÷ î òå÷åíèÿõ ñæèìàåìîé æèäêîñòè,
îãðàíè÷åííûõ ñâîáîäíûìè ïîâåðõíîñòÿìè è ïîëèãîíàëüíûìè òâåðäû-
ìè ñòåíêàìè. Îáçîð ðàáîò, âûïîëíåííûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè, ìîæíî
íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [26, 83].
Ìîäåëü ãàçà, îïèñàííàÿ â ï. 1.2.2, âïåðâûå ïðåäëîæåíà Ñ.À. ×àï-
ëûãèíûì [91].
Íàèáîëåå ïîëíûé ó÷åò âÿçêîñòè è ñæèìàåìîñòè ñðåäû äàåò ïðèìå-
íåíèå óðàâíåíèé ÍàâüåÑòîêñà. Çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ìîäåëü îáòå-
êàíèÿ ìîæíî, åñëè ó÷åñòü, ÷òî îáû÷íî îáòåêàíèå êðûëüåâ ïðîèñõîäèò
ïðè áîëüøèõ ( 105106) ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà, ïðè ýòîì âÿçêîñòü áóäåò
ñêàçûâàòüñÿ ëèøü â äîñòàòî÷íî òîíêîì ñëîå âîçäóõà. Ïîýòîìó åå ó÷åò
ïðîâîäÿò â ðàìêàõ ìîäåëè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.
Óòî÷íåíèå ýìïèðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ â óñëîâèÿõ áåçîòðûâíîñòè
(1.3.8) ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ àòëàñîâ ïðîôèëåé
ïðîâåäåíî â ðàáîòå [55].
Òåîðåìà 1.1, âûðàæàþùàÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå áåçîòðûâíîñòè â
äèàïàçîíå óãëîâ àòàêè, äîêàçàíà â [103, 104] (ñì. òàêæå [109]). Ýòî
ñòðîãî äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàíèåì ýìïèðè÷åñêîãî
íàáëþäåíèÿ, îòìå÷åííîãî ðàíåå ìíîãèìè àâòîðàìè.
Îïèñàííûå âûøå êëàññè÷åñêèå êðèòåðèè áåçîòðûâíîñòè ÿâëÿþòñÿ
ïðèáëèæåííûìè, è ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíû áîëåå òî÷íûå,
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íî, ñîîòâåòñòâåííî, è áîëåå ñëîæíûå òåîðèè. Îäíàêî ýòè êðèòåðèè
äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ óòî÷íåííûìè òåîðèÿìè, à ïðîñòîòà
îïðåäåëÿåò ïðåèìóùåñòâî èõ èñïîëüçîâàíèÿ â êðàåâûõ çàäà÷àõ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
1.7.4. Îáðàòíûå êðàåâûå çàäà÷è àýðîãèäðîäèíàìèêè. Îáðàò-
íûå êðàåâûå çàäà÷è àýðîãèäðîäèíàìèêè (ÎÊÇÀ) ñîñòàâëÿþò ÷àñòü
îáùåé òåîðèè îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ñóòü ÎÊÇÀ çàêëþ÷àåòñÿ â
îïðåäåëåíèè ôîðìû êðûëîâîãî ïðîôèëÿ (èçîëèðîâàííîãî, ìíîãîêîìïî-
íåíòíîãî èëè ÿâëÿþùåãîñÿ ýëåìåíòîì ðåøåòêè) ïî çàäàííîìó íà åãî
ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåíèþ äàâëåíèÿ (èëè ñêîðîñòè), îáåñïå÷èâàþùå-
ìó òðåáóåìûå àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Íà ïðàêòè÷å-
ñêóþ âàæíîñòü ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ èññëåäîâàòåëè îáðàòèëè âíèìà-
íèå â êîíöå 1920-õ  íà÷àëå 1930-õ ãã. Ê ýòîìó âðåìåíè óæå áûëè
ñóùåñòâåííî ðàçâèòû ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðÿìûõ êðàåâûõ çàäà÷ àýðîãèä-
ðîäèíàìèêè è âñå ÷àùå ñòàëè âîçíèêàòü ïðîáëåìû êîíñòðóèðîâàíèÿ
ïðîôèëÿ, îáëàäàþùåãî çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Ìàòåìàòè÷åñêèìè âû-
ðàæåíèÿìè òàêèõ ïðîáëåì è ÿâèëèñü ÎÊÇÀ.
Ïåðâûå ïîñòàíîâêè ÎÊÇÀ äàëè Âåéíèã [134, 135], Áåòö [100] è
Ìàíãëåð [123], à çàòåì Ã. Ã. Òóìàøåâ [86, 88], è âñêîðå óïîìèíàíèÿ
îá ýòèõ çàäà÷àõ è îïèñàíèÿ èõ ïîñòàíîâîê âîøëè â ñòàâøèå êëàññè-
÷åñêèìè ìîíîãðàôèè ïî àýðîäèíàìèêå Áåòöà [101] è Ïðàíäòëÿ [125].
Îäíîâðåìåííî Ãëàóýðòîì, Ýïïëåðîì, Ëàéòõèëëîì, Ã.Þ. Ñòåïàíîâûì, à
íåñêîëüêî ïîçäíåå Âîðòìàíîì è Ëèáåêîì è äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè
(ñì. [166173] è áèáëèîãðàôèþ â [35, 81, 109, 110]) áûëè íà÷àòû
ðàáîòû ïî ïðàêòè÷åñêîìó ïðîåêòèðîâàíèþ ïðîôèëåé è èõ ðåøåòîê
íà áàçå ðåøåíèÿ ÎÊÇÀ. Äîñòèãíóòûå â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâåííûå
ðåçóëüòàòû ïîñëóæèëè â äàëüíåéøåì îñíîâîé ìåòîäîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ
ëàìèíàðíûõ ïðîôèëåé (ðàáîòû Ýïïëåðà è Âîðòìàííà), ãèäðîïðîôè-
ëåé (ñòàòüè Ýïïëåðà è Øåíà), ëîïàòîê òóðáîìàøèí (èññëåäîâàíèÿ
Ã.Þ. Ñòåïàíîâà), âûñîêîíåñóùèõ ïðîôèëåé (ðàáîòû Ëèáåêà). Ýòè äî-
ñòèæåíèÿ ïîçâîëèëè ãîâîðèòü îá îïðåäåëåííûõ ïðåèìóùåñòâàõ òàêîãî
ïîäõîäà ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ïîñòàâèòü åãî â îäèí ðÿä ñ êëàññè-
÷åñêèìè ìåòîäàìè, îñíîâàííûìè íà ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è. Îäíàêî
îñòàâàëèñü îòêðûòûìè òàêèå âàæíûå òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû, êàê êîð-
ðåêòíîñòü ïîñòàíîâîê çàäà÷, îïèñàíèå âîçìîæíûõ ðåøåíèé è äðóãèå.
Îòâåòû íà íèõ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì ÎÊÇÀ êàê îáú-
åêòîâ åäèíîãî êëàññà îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ
áûëè ïðîâåäåíû â 1980-õ ãã., èõ ðåçóëüòàòû îòðàæåíû â ìîíîãðàôèÿõ
[35, 36, 109]. Îïèñàíèå äîñòèæåíèé ïî ÎÊÇÀ äî 1980 ã. ñîäåðæèòñÿ
â ìîíîãðàôèè [89] è îáçîðå [12]. Áèáëèîãðàôèÿ è îáçîðû ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ ÎÊÇÀ ñîäåðæàòñÿ òàêæå â îáçîðíûõ èçäàíèÿõ,
óêàçàííûõ â ï. 1.7.2.
Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (1.4.8), (1.4.16) è (1.4.17) ïî ñóùåñòâó ñî-
äåðæàòñÿ â ðàáîòå Áåòöà [100] è ïîäðîáíî âûâåäåíû â ñòàòüÿõ Ìàí-
ãëåðà [123], Ëàéòõèëëà [120] è Ã. Ã. Òóìàøåâà [88].
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Íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû ïî ðåøåíèþ ïðîáëåìû îäíîëèñòíîñòè
â îñíîâíîé ÎÊÇÀ ïî ìîäåëè ÈÍÆ ïîëó÷åíû ìåòîäàìè òåîðèè àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé è îñíîâàíû íà èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ èíòåãðàëüíûõ
ïðåäñòàâëåíèé âèäà (1.4.9)  ñì. îáçîðíûå ðàáîòû [5, 6].
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè îáåñïå÷èâàþò ïðèíàäëåæíîñòü
èñêîìîé îáëàñòè Gz ìíîæåñòâó îáëàñòåé ñ îïðåäåëåííûìè ãåîìåòðè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè (íàïðèìåð, ñ âûïóêëûì èëè çâåçäíûì äîïîëíåíèåì).
Òàêèå óñëîâèÿ ïîñòðîåíû äëÿ ñëó÷àÿ óãëîâîé çàäíåé êðîìêè (" < 2),
ïîäðîáíî îïèñàíû â îáçîðàõ [5, 6]. Êàê ïðàâèëî, îíè âûðàæàþòñÿ íå
÷åðåç ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè v(s), à ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ
P ().
Òåðìèí ðàñïðåäåëåíèÿ-ëîâóøêè äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèé
ñêîðîñòè, ãàðàíòèðóþùèõ ïîëó÷åíèå íåîäíîëèñòíîé îáëàñòè òå÷åíèÿ,
ââåë Ô. Ã. Àâõàäèåâ [3, 4].
1.7.5. Ðåøåíèå ïî ìîäåëÿì ãàçà ×àïëûãèíà è ÏÑ. Ðåøåíèå è
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îñíîâíîé ÎÊÇÀ â ïðèáëèæåíèè ãàçà ×àïëûãèíà
äàíî Ã. Ã. Òóìàøåâûì [87, 88] (ñì. òàêæå [89]). Èñïîëüçîâàâ ïðèáëè-
æåííûå óðàâíåíèÿ ×àïëûãèíà, Âóäñ ñì. [137, ï. 6] ïîëó÷èë, êàê è
Ã. Ã. Òóìàøåâ, àíàëîãè óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè, ñîâïàäàþùèå ñ íèìè â
ñëó÷àå íåñæèìàåìîãî òå÷åíèÿ.
Àïïðîêñèìàöèÿ ×àïëûãèíà ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ÎÊÇÀ èñïîëü-
çîâàíà À.À. Øàãàåâûì, Êîñòåëëî, Ã.Þ. Ñòåïàíîâûì. Îïèñàíèå ýòèõ
è äðóãèõ áëèçêèõ ðåçóëüòàòîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå áèáëèîãðàôè÷åñêèå
ññûëêè ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [81] è îáçîðå [34, ï. 8].
Âïåðâûå ñïîñîá ó÷åòà âëèÿíèÿ âÿçêîñòè ïî ìîäåëè ÏÑ ïðè ðåøåíèè
ÎÊÇÀ ïðåäëîæèë Ã.Þ. Ñòåïàíîâ [81].
Ó÷åò ÿâëåíèÿ îòðûâà ÏÑ ïðè ðåøåíèè ÎÊÇÀ îñóùåñòâëåí ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìîäåëè [21, 22], êîòîðàÿ âêëþ÷àåò ìîäåëè ëîêàëüíîãî
îòðûâà òóðáóëåíòíîãî ÏÑ è ñèëüíîãî âÿçêî-íåâÿçêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â
áëèæíåì ñëåäå. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè ÏÑ íà ïðîôèëå è â ñëåäå çà íèì
äåëèòñÿ íà ñëåäóþùèå îáëàñòè: áåçîòðûâíûé ÏÑ, îáëàñòü ôîðìèðîâà-
íèÿ îòðûâà, èçîáàðè÷åñêàÿ îáëàñòü, áëèæíèé ñëåä è äàëüíèé ñëåä. Ïðè
ýòîì ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè âäîëü âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ïîëóòåëà íà
áåçîòðûâíîì ó÷àñòêå ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì v(s), â îáëàñòè ôîðìèðî-
âàíèÿ îòðûâà îíî èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî, â èçîáàðè÷åñêîé îáëàñòè  ïî-
ñòîÿííî, à â áëèæíåì ñëåäå âûïîëíÿåòñÿ íåëèíåéíîå êðàåâîå óñëîâèå,
ñâÿçûâàþùåå âåëè÷èíó è àðãóìåíò ñêîðîñòè. Ðåøåíèå ÎÊÇÀ â ðàìêàõ
íàçâàííîé ìîäåëè ïîëó÷åíî À.Í. Èëüèíñêèì è À.Â. Ïîòàøåâûì (áèá-
ëèîãðàôèþ è îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ ñì. â [35, 36]).
1.7.6. Äèàïàçîí óãëîâ àòàêè. Èñòîðèÿ ïîñòàíîâêè è èññëåäî-
âàíèÿ ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè ïîäðîáíî èçëîæåíà â [35]
(ñì. òàêæå [110]) è ñâÿçàíà ñ èìåíàìè Ëàéòõèëëà, Ãëàóýðòà, Ýïïëåðà,
Í.Þ. Çàâàäîâñêîãî, Ñ. Â. Ìåëåøêî è À.À. Ðóñåöêîãî, à òàêæå ñ íàøè-
ìè èññëåäîâàíèÿìè [47, 48, 103, 104, 106].
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1.7.7. Âàðèàöèîííûå îáðàòíûå êðàåâûå çàäà÷è. Òåðìèí ¾âàðè-
àöèîííûå îáðàòíûå çàäà÷è¿, ââåë Ë.À. Àêñåíòüåâ [10] äëÿ îáîçíà÷å-
íèÿ êëàññà çàäà÷, ðàññìîòðåííîãî â íà÷àëå ï. 1.6. Ë.À. Àêñåíòüåâûì
îïèñàíà òàêæå ñõåìà ïåðåõîäà îò ÎÊÇ ê âàðèàöèîííûì îáðàòíûì
çàäà÷àì è äàíû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èç íèõ íà êëàññå îäíîëèñòíûõ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òàê êàê ïî ñâîåé ïîñòàíîâêå íàçâàííûå çà-
äà÷è ïðèìûêàþò ê ÎÊÇ, â äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè ïåðâîãî èç àâòîðîâ
íàñòîÿùåé êíèãè è ïîçæå â [35, 36] ýòè çàäà÷è íàçâàíû âàðèàöè-
îííûìè ÎÊÇ. Ïîäìíîæåñòâîì çàäà÷ ýòîãî êëàññà ÿâëÿþòñÿ âàðèàöè-
îííûå ÎÊÇÀ. Ê íèì ìîæíî îòíåñòè ìíîãèå çàäà÷è, èññëåäîâàííûå
ðàíåå, â ÷àñòíîñòè, âàðèàöèîííûå çàäà÷è ãàçîâîé äèíàìèêè, èçó÷åí-
íûå Ã. Ã. ×åðíûì, Þ.Ä. Øìûãëåâñêèì, À.Ë. Ãîíîðîì, À.Í. Êðàéêî
[24, 25, 63, 65, 84, 93, 94].
Ïðèìåðû ðåàëèçàöèè ñõåìû ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ ÎÊÇÀ, îïèñàí-
íîé â ðàçä. 1.6, ñîäåðæàòñÿ â [1, 2, 9, 44, 90, 97, 102]. Ðåçóëüòàòû, ñâÿ-
çàííûå ñ îñíîâíîé âàðèàöèîííîé ÎÊÇÀ (çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ ïðîôèëÿ
ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû ïðè îãðàíè÷åíèè íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè
íà åãî êîíòóðå) è íåêîòîðûìè åå îáîáùåíèÿìè (â ÷àñòíîñòè, íà ñëó÷àé
îáòåêàíèÿ ïðîôèëÿ âáëèçè ïðÿìîëèíåéíîãî ýêðàíà) ïðåäñòàâëåíû â
ðàáîòàõ [30, 36, 39, 40, 43, 4952, 105, 107].
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ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÇÀÄÀ×È ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß
ÊÂÀÇÈÐÅØÅÍÈÉ
2.1. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êâàçèðåøåíèé
2.1.1. Ïðîñòåéøèå ñïîñîáû óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèé ðàçðåøè-
ìîñòè. Îäèí èç ñïîñîáîâ äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ðàçðåøèìî-
ñòè ÎÊÇÀ çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ
ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé v(s). Ýòîò ñïîñîá áûë
ïðèìåíåí ðÿäîì àâòîðîâ ïðè ðåøåíèè ÎÊÇÀ â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ
ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé (ñì., íàïðèìåð, îáçîð [34]). Îòìåòèì,
÷òî ââåäåíèå ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿåò ðàñ-
ñìîòðåòü ñðàçó öåëûé êëàññ èñõîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè, íî, ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ñâîäèò ðåøåíèå çàäà÷è ê ïîäáîðó ïîäõîäÿùèõ èñõîä-
íûõ äàííûõ è ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ïåðâîíà÷àëüíîé ïîñòàíîâêè
ÎÊÇÀ. Âìåñòå ñ òåì, â îòëè÷èå îò ýìïèðè÷åñêèõ ïðèåìîâ ìîäèôèêàöèè
èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è, òàêîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóê-
òèâíûì.
Äðóãîé ñïîñîá óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ñîñòîèò â
öåëåíàïðàâëåííîé ìîäèôèêàöèè èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ v(s). Îñòà-
íîâèìñÿ íà îïèñàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ.
Ïóñòü P ()  îäèí èç ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà
óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, Pd()  êîíêðåòíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ
ðåøåíèå îñíîâíîé ÎÊÇÀ (1.4.9) è íàéäåííàÿ ïî êðàåâûì óñëîâèÿì
îáðàòíîé çàäà÷è (ýòîò ôàêò îòðàæåí ââåäåíèåì èíäåêñà d â îáîçíà÷å-
íèè ôóíêöèè). Ïðåäñòàâèì 2-ïåðèîäè÷åñêèå óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè







(ck cosk + dk sink),  2 [0, 2]: (2.1.1)
Â ñèëó ãåëüäåðîâîñòè ôóíêöèé P () ðÿäû (2.1.1), êàê èçâåñòíî (íàïðè-
ìåð, [60]), ñõîäÿòñÿ ê íèì ðàâíîìåðíî. Ñîîòíîøåíèÿ (1.4.8), (1.4.16) è
(1.4.17) îçíà÷àþò ôèêñàöèþ òðåõ ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ â âûïèñàííîì
ðàçëîæåíèè, ò. å. äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà
c0 = 
 1B0, c1 = 
 1B1, d1 = 
 1B2:
Î÷åâèäíî, ÷òî íàçâàííûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè áóäóò âûïîëíåíû, åñ-
ëè îò èñõîäíîé ôóíêöèè Pd() ïåðåéòè ê ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè
P() ïî ïðàâèëó





+C1 cos +C2 sin

, (2.1.2)
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ãäå
C0 = B0   c0, C1 + iC2 = B1 + iB2   (c1 + id1):
Òàêîé ñïîñîá ìîäèôèêàöèè, ïðåäëîæåííûé Ìàíãëåðîì [123], îçíà÷àåò,
÷òî â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè íóæíî çàìåíèòü
çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ â (2.1.1) íà íóæíûå, ¾èñ-
ïðàâèâ¿, òåì ñàìûì çàäà÷ó è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîäèôèöèðîâàâ èñõîäíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè. Èç ôîðìóë (2.1.2) è (1.4.18) ñëåäóåò, ÷òî èç-
ìåíåííîå v() è èñõîäíîå v() ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè (êàê ôóíêöèè
ïîëÿðíîãî óãëà  åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì
v() = v() exp[T ()]:
Àíàëîãè÷íî ìîæíî óäîâëåòâîðèòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè, äîïóñêàÿ
èçìåíåíèå èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå íà âñåì êîíòóðå, à òîëüêî íà
íåêîòîðîé åãî ÷àñòè, íàïðèìåð, íà ôèêñèðîâàííîì ó÷àñòêå íèæíåé
ïîâåðõíîñòè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñõîäíûå äàííûå ÎÊÇÀ ìîäèôèöèðóþòñÿ òîëüêî





Dkfk(),  2 [1,2],
0,  62 [1,2],
(2.1.3)
ãäå D1, D2, D3  íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, fk(), k = 1, 3,  ëèíåéíî
íåçàâèñèìûå ôóíêöèè, çàäàííûå íà èíòåðâàëå [1,2] è îáðàùàþùèåñÿ
â íóëü íà åãî êîíöàõ. Èç óñëîâèé (1.4.16) è (1.4.17) âûâåäåì ñèñòåìó















fk() cos  d = B1  
2Z
0






fk() sin  d = B2  
2Z
0
Pd() sin  d:
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà [1,2] = [0, 2], f1() = cos, f2() = sin è
f3 = 1, èç (2.1.3) ñëåäóåò ôîðìóëà (2.1.2).
Îïèñàííûå ïðîñòåéøèå ñïîñîáû óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèé ðàçðåøè-
ìîñòè ÎÊÇÀ ïîçâîëÿþò ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ ñõåìó ðàññóæäåíèé,
õàðàêòåðèçóþùóþ íåêîððåêòíîñòü çàäà÷è è óêàçûâàþùóþ âîçìîæíûå
ïóòè ðåãóëÿðèçàöèè åå ðåøåíèÿ.
2.1.2. Ìíîæåñòâà êîððåêòíîñòè. Èòàê, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè
çàäàííîé âåëè÷èíå v1 èñõîäíûõ îãðàíè÷åíèé íà ðàñïðåäåëåíèå v(s) â
ïîñòàíîâêå ÎÊÇÀ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîëèñòíîãî òå÷åíèÿ
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âîêðóã ïðîôèëÿ, îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòûì êîíòóðîì. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðåøåíèå ÎÊÇÀ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóåò, ò. å. íàðóøåíî îäíî
èç òðåáîâàíèé êîððåêòíîñòè ïî Àäàìàðó (ñì., íàïðèìåð, [85]). Ýòà
òðóäíîñòü áûëà áû ïðåîäîëåíà, åñëè áû óäàëîñü âñå íàçâàííûå òðå-
áîâàíèÿ âûðàçèòü â âèäå îãðàíè÷åíèé íà v(s). Òàêèõ ðåçóëüòàòîâ â
íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò. Áîëåå òîãî, èçâåñòíû ôóíêöèè v(s), êîòîðûì
íå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ôèçè÷åñêè ðåàëüíûé ïðîôèëü (â ÷àñòíîñòè,
ïðè " = 2 ýòî ôóíêöèè ìîíîòîííûå îò òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ äî òî÷êè
ñõîäà ïîòîêà). Òàêèì îáðàçîì, äîïóñòèìîìó êëàññó èñêîìûõ ðåøå-
íèé îòâå÷àåò âïîëíå îïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé v(s). Â ñèëó
åäèíñòâåííîñòè èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ îñíîâíîé ÎÊÇÀ
ýòîìó ìíîæåñòâó îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî U äîïóñòèìûõ
ôóíêöèé P (). Ýòè âçàèìîñâÿçàííûå ìíîæåñòâà åñòåñòâåííî íàçâàòü
ìíîæåñòâàìè êîððåêòíîñòè ÎÊÇÀ. Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìíî-
æåñòâà U â êà÷åñòâå îñíîâíîãî îáëàäàåò òåì ïðåèìóùåñòâîì, ÷òî
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (1.4.16) è (1.4.17) âûðàæåíû â ÿâíîì âèäå ÷åðåç
ôóíêöèþ P (). Òî æå îòíîñèòñÿ ê äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì îäíîëèñòíî-
ñòè, ïðèâåäåííûì â [6].
Èòàê, ïóñòü ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè U ñîñòîèò èç óïðàâëÿþùèõ
ôóíêöèé P (), îïðåäåëÿþùèõ ðåøåíèå çàäà÷è âèäà (1.4.9) â çàäàííîì
PdP*
Ðèñ. 2.1. Ê îïðåäåëåíèþ
êâàçèðåøåíèÿ
êëàññå ðåøåíèé. Ýòè ðåøåíèÿ íàçîâåì
îáîáùåííûìè. Åñëè íàéäåííàÿ ïî íà÷àëü-
íûì äàííûì ÎÊÇÀ ôóíêöèÿ Pd() ïîïà-
äåò â U , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ôóíêöèÿ
zPd() áóäåò èñêîìûì ðåøåíèåì. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ¾èñïðàâèòü¿
Pd() òàê, ÷òîáû íîâàÿ ôóíêöèÿ (îáîçíà-
÷èì åå P()) ïîïàëà â U (ðèñ. 2.1). Òàêèõ
ôóíêöèé, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî. Â ÷àñòíîñòè, îòëè÷íû äðóã îò äðóãà
ôóíêöèè (2.1.2) è (2.1.3), ïîñòðîåííûå âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûäå-
ëåíèÿ ¾íàèëó÷øåãî¿ èç îáîáùåííûõ ðåøåíèé íóæíû äîïîëíèòåëüíûå
òðåáîâàíèÿ, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå îïòè-
ìèçàöèîííûå óñëîâèÿ. Âîçüìåì, íàïðèìåð, ìîäèôèöèðóþùóþ ôóíêöèþ





Dkfk(),  2 [1, 2],
0,  62 [1, 2],
ãäå ffk()g, k = 1,n,  êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíê-
öèé, fk(1) = fk(2) = 0, Dk  èñêîìûå ïàðàìåòðû, 1 >  +  
íà÷àëî ó÷àñòêà êîððåêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè íà íèæíåé ïîâåðõ-
íîñòè ïðîôèëÿ. Â ÷àñòíîñòè, fk() = sink,  = (   1)=(2   1).
Ïàðàìåòðû Dk, k = 1,n, íàéäåì èç óñëîâèÿ ãëàäêîé ñêëåéêè ôóíêöèé
P () è P() â òî÷êàõ  = 1 è  = 2    è òðåáîâàíèÿ ìèíèìèçàöèè























k(2) = 0: (2.1.5)
Â èòîãå ïîëó÷èëè çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (2.1.4) ïðè îãðà-
íè÷åíèÿõ (1.4.8), (1.4.16), (1.4.17) è (2.1.5).
2.1.3. Îïðåäåëåíèå êâàçèðåøåíèÿ. Âûáîð îïòèìèçàöèîííîãî
óñëîâèÿ â ÎÊÇÀ åñòåñòâåííî ñâÿçàòü ñ òðåáîâàíèåì íàèìåíüøåãî èñêà-
æåíèÿ èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïðè ïåðåõîäå ê îáîáùåííîìó
ðåøåíèþ. Ïîýòîìó íàèëó÷øåé, áóäåì ñ÷èòàòü òàêóþ ôóíêöèþ P(),
êîòîðàÿ ìàêñèìàëüíî áëèçêà â íåêîòîðîì ñìûñëå ê ôóíêöèè Pd(),
îïðåäåëÿåìîé íà÷àëüíûìè äàííûìè ÎÊÇÀ. Òàêîé âûáîð P() ñîîòâåò-
ñòâóåò èäåîëîãèè ìåòîäà êâàçèðåøåíèé â òåîðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷,
ñîçäàííîãî Â.Ê. Èâàíîâûì è åãî ó÷åíèêàìè [54]. Òàêèì îáðàçîì, îòîá-
ðàæåíèå zP(), ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè P(), åñòåñòâåííî íàçâàòü
êâàçèðåøåíèåì ÎÊÇÀ.
Ïðèâîäèìîå íèæå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ ðåà-
ëèçàöèè îïðåäåëåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ îñíîâíîé ÎÊÇÀ, ñîäåðæàùåãîñÿ â
ìîíîãðàôèÿõ [35, 109]. Ïðåäñòàâëåíà ëèøü ñõåìà íàõîæäåíèÿ êâàçè-
ðåøåíèé, áåç ó÷åòà óñëîâèé îäíîëèñòíîñòè è ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàêòîâ. Âñå íåîáõîäèìûå ïîäðîáíîñòè ÷èòàòåëü ìî-
æåò íàéòè â íàçâàííûõ êíèãàõ.
Îïðåäåëåíèå 2.1. Êâàçèðåøåíèåì îñíîâíîé ÎÊÇÀ íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ zP(), èìåþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå (1.4.9) è îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåìàÿ ïî ôóíêöèè P(), ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòâó êîððåêòíî-
ñòè U èç íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà P è ìèíèìèçèðóþùåé íà U




Òåïåðü íóæíî îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è óñòîé-
÷èâîñòü êâàçèðåøåíèÿ, ïîñòðîèâ U ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.
Ïóñòü ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè U ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì âûïóêëûì
êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà H(A,)  C è ñîñòîèò èç
ôóíêöèé P (), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.4.8), (1.4.16), (1.4.17) è
îáåñïå÷èâàþùèõ îäíîëèñòíîñòü îáëàñòè òå÷åíèÿ âîêðóã èñêîìîãî ïðî-
ôèëÿ. Òîãäà ñëåäñòâèåì ðåçóëüòàòîâ [28] ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå î êîððåêòíîñòè çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ ÎÊÇÀ.
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü P = L2[0, 2],
J(P ) = J0(P )  1
2
kP   Pdk2L2
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è U 6= ?. Òîãäà êâàçèðåøåíèå ÎÊÇÀ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è
óñòîé÷èâî.
Îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìíîæåñòâî U 
 H(A,) îïðåäåëåíî òîëüêî óñëîâèÿì (1.4.8), (1.4.16) è (1.4.17),
ò. å. îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ÎÊÇÀ è íå ãà-
ðàíòèðóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, îäíîëèñòíîñòü ðåøåíèÿ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ
êâàçèðåøåíèå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå.
2.1.4. Àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êâàçèðåøåíèé. Ïóñòü
J(P ) = J0(P ), à P() = Pd() + T (), ãäå T ()  ãåëüäåðîâñêàÿ
2-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (1.4.8), (1.4.16) è
(1.4.17) â âûðàæåíèè ÷åðåç T () ïðèìóò âèä
2Z
0
T () d = C0,
2Z
0
T () e i  d = C1 + iC2, (2.1.6)
C0 = B0  
2Z
0













ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ (2.1.6). Ðåøèì ýòó âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó
























T () sin  d  C2
#
,




[T () + 0 + 1 cos  + 2 sin  ]g() d = 0
äëÿ ëþáîé ãåëüäåðîâñêîé 2-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè g(). Ïî îñíîâ-
íîé ëåììå âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
T () =  0   1 cos   2 sin: (2.1.7)
2.1. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü 63
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (2.1.7) â óñëîâèÿ (2.1.6) è ðåøèâ ñèñòåìó ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 1, 2, 3, îêîí÷àòåëüíî íàéäåì




+C1 cos +C2 sin

,
ò. å. ïîëó÷èì ðåøåíèå Ìàíãëåðà (ñì. (2.1.2)).
Ïóñòü òåïåðü J(P ) = J1(P )  (1=2)kP 0   P 0dk2L2 = kT 0k2L2 , T ()




T 0() e i  d = C2   iC1,
2Z
0
T 0() d =  C0,
2Z
0
T 0() d = 0, T (0) = 0:
(2.1.8)
Ôóíêöèþ, ìèíèìèçèðóþùóþ ôóíêöèîíàë J1 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.1.8),
êàê è âûøå, ëåãêî íàéòè ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Èìååì
T () =  a1 cos + a2 sin + a3
2
2
+ a4 + a5, (2.1.9)
ãäå







, a3 =  a4 = 3(C0 + 2C1)
2(6  2)
:
Â ïðèâåäåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóëàõ äëÿ êâàçèðåøåíèé èñõîä-
íàÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ P () èçìåíÿåòñÿ íà âñåì èíòåðâàëå [0, 2].
Ïðè ýòîì íîâîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè v(s) áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò
èñõîäíîãî íà âñåì êîíòóðå ïðîôèëÿ. Îäíàêî òàêîå èçìåíåíèå ôóíêöèè
v(s) íå âñåãäà äîïóñòèìî. Íàïðèìåð, åñëè ïðè çàäàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ñêîðîñòè ïðåäïîëàãàëîñü îáåñïå÷èòü áåçîòðûâíîñòü îáòåêàíèÿ âåðõíåé
ïîâåðõíîñòè ïðîôèëÿ çà ñ÷åò ñïåöèàëüíîãî âèäà ôóíêöèè v(s) (ñì.
ãë. 6), òî èçìåíåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè ìîæåò óæå íå óäîâëå-
òâîðÿòü ýòîìó òðåáîâàíèþ. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû
äëÿ êâàçèðåøåíèé, êîãäà èíòåðâàë êîððåêöèè îòëè÷åí îò [0, 2].
Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè îòûñêàíèè êâàçèðåøåíèÿ ìîäèôè-
öèðóþùàÿ ôóíêöèÿ T ()  0 íà èíòåðâàëàõ [0,1] è [2, 2], ïðè-
÷åì 0 6 1 < 2 6 2. Íåïðåðûâíî ïðîäîëæèâ ãåëüäåðîâñêóþ ïðè
 2 [1,2] ôóíêöèþ T () íå÷åòíûì îáðàçîì íà èíòåðâàë [21   2,1],








Ïðè ïîñòðîåíèè êâàçèðåøåíèÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà J0 ñâî-




k íà ìíîæåñòâå êîð-
ðåêòíîñòè è, â ÷àñòíîñòè, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.1.6), êîòîðûå íåòðóäíî
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âûðàçèòü ÷åðåç êîýôôèöèåíòû dk. Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê çàäà÷å
íàõîæäåíèÿ íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ fdkg1k=1 èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ìè-
íèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J íà ìíîæåñòâå (2.1.6) ñ äîïîëíèòåëüíûìè
òðåáîâàíèÿìè ãåëüäåðîâîñòè ôóíêöèè T () è îáðàùåíèÿ åå â íóëü â
òî÷êàõ 1 è 2. Â îáùåé ñèòóàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî
ïîñòðîèòü ìèíèìèçèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ò. å. òàêèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè fPkg, äëÿ êîòîðûõ lim
k!1
J(Pk) = J(P), ïðè÷åì ôóíêöèè Pk
ñõîäÿòñÿ ê P ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2 èëè äðóãîãî ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà. Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé îïèñàíû â [35]. Â ÷àñòíîñòè, òàì ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ dk, k = 1,n, îòðåçêà ðÿäà (2.1.10), ñõîäÿùåãîñÿ ê
èñêîìîé ôóíêöèè T () ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2.
Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè êâàçèðåøåíèÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë
J1, òî èñêîìóþ ôóíêöèþ T () ïðè  2 [1,2], êàê è â ñëó÷àå èí-
òåðâàëà êîððåêöèè [0, 2], ìîæíî íàéòè â âèäå (2.1.9). Ïðè ýòîì
êîýôôèöèåíòû ak, k = 1, 5, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì T (1) = 0,
T (2) = 0 è óñëîâèÿì (2.1.8), ãäå ñëåäóåò ëèøü ñìåíèòü ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ 0, 2 íà 1, 2.
Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ â àíàëèòè÷åñêîì
âèäå, ïðèâåäåíû â [35, 109]. Òàì æå ïîñòðîåí íàáîð êâàçèðåøåíèé,
îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè è õàðàêòåðèçóåìûõ
îäíèì ïàðàìåòðîì, êîòîðûé ïîçâîëèë âûñòðîèòü ýòè êâàçèðåøåíèÿ â
øêàëó. Äàíû ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ òàêèõ êâàçèðåøåíèé äëÿ îäíîãî è
òîãî æå èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿðèçàöèÿ ðåøåíèé ÎÊÇÀ ðàâíîñèëüíà êëàññè-
÷åñêîé âàðèàöèîííîé çàäà÷å  ìèíèìèçàöèè çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, à ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò îïè-
ñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà êîððåêòíîñòè.
2.2. Êâàçèðåøåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèåì ìàêñèìóìà
ñêîðîñòè
2.2.1. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè. Îïðåäåëèì â
ïðîñòðàíñòâå L2[0, 2] àôôèííîå ìíîæåñòâî
K0 = fP () 2 L2[0, 2] :
2Z
0
P () d = 0,
2Z
0
P () cos d = B1,
2Z
0
P () sin d = B2g
è âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
K1 = fP () 2 L2[0, 2] : P () 6H() äëÿ ïî÷òè âñåõ (ï. â.) 2 [0, 2]g;
âèä ôóíêöèè H() îïðåäåëåí â (1.4.19). Åñëè ñíîâà îïðåäåëèòü êâà-
çèðåøåíèå ÎÊÇÀ êàê ðåøåíèå çàäà÷è íà ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà J0(P )
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íà ìíîæåñòâå K0, òî, î÷åâèäíî, ñâîéñòâà âûïóêëîñòè, çàìêíóòîñòè è
íåïóñòîòû ìíîæåñòâà K0 è ñòðîãîé âûïóêëîñòè è íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèîíàëà J0(P ), êàê è âûøå, îáåñïå÷àò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Âìåñòå ñ òåì íàáîð îãðàíè÷åíèé (1.4.8), (1.4.16),
(1.4.17)  ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé. Ó÷òåì äîïîëíèòåëüíî îãðàíè÷åíèå
(1.4.19), èìåþùåå ôèçè÷åñêèé ñìûñë, óêàçàííûé â ï. 1.4.1. Ïîñòðîå-
íèå êâàçèðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàéòè ôóíêöèþ
P 2 K = K0
T




k P   Pd k2L2! min : (2.2.1)
ßñíî, ÷òî K  âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, îäíàêî îíî íåïó-
ñòîå íå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ vmax, B1, B2 è .
Ëåììà 2.1. Ñóùåñòâóåò òàêîå v > 1, ÷òî K 6= ? ïðè vmax > v
è K = ? ïðè vmax < v.
Åñëè vmax > v
 + ,  > 0, òî íàéäóòñÿ ïîñòîÿííàÿ  = () > 0
è ôóíêöèÿ P 2 K0: P() 6 H()   ïðè ïî÷òè âñåõ  2 [0, 2].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ H() â âèäå
H() = H(, vmax) = ln vmax + eH(),eH() =   ln j2(sin + sin)j+ ("  1) ln 2 sin  + 
2
 :
Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî
2Z
0
eH() d = 0, 2Z
0
eH() cos d =  ("  1) cos,
2Z
0
eH() sin d = ("  3) sin: (2.2.2)
Êðîìå òîãî, eH() > c = const ïðè âñåõ  2 [0, 2] (íàïîìíèì, ÷òî 1 6
6 " 6 2). Ôóíêöèÿ eP () =  1B1 cos +  1B2 sin ïðèíàäëåæèò K0
è îãðàíè÷åíà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ vmax áóäåò
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî eP () 6 H(), òàê ÷òî eP 2 K. Èç ïîñòðîåíèé
òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî K 6= ? ïðè íåêîòîðîì vmax, òî
îíî íåïóñòîå è ïðè áîëüøåì çíà÷åíèè vmax. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèÿ
2Z
0
P () d = 0, P 2 K1,
ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ íåïóñòîòû K:
2Z
0
H() d > 0: (2.2.3)
Â ñèëó (2.2.2) èìååì
R2
0




H() d < 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2.2.3). Òàêèì îáðàçîì,
3 À. Ì. Åëèçàðîâ
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íàéäåòñÿ òàêîå v > 1, äëÿ êîòîðîãî K = ? ïðè vmax < v è K 6= ?
ïðè vmax > v
.
Ïóñòü òåïåðü vmax > v
 + ,  > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëå-
ìåíò P 2 K0, ÷òî P() 6 H(, vmax   ) = H(, vmax)   (ln vmax  
  ln jvmax   j), è ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî ïðè
 = ln vmax   ln jvmax   j: Ëåììà äîêàçàíà.
Ïóñòü L2[0, 2] = V0 + V1  îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà, òàêîå, ÷òî äëÿ u 2 L2[0, 2] ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
u = u0 + u1, (u0,u1) =
2Z
0
u0()u1() d = 0
è
u0() = u
0 + u1 cos + u2 sin 2 V0
ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå u0, u1, u2. Ëþáóþ ôóíêöèþ P 2 K0 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå P () = eP () + P1(), ãäåeP () =  1B1 cos +  1B2 sin 2 V0, P1() 2 V1:





K11 = fP () 2 L2[0, 2] : P () 6H()  eP () äëÿ ï. â.  2 [0, 2]g:
Èñïîëüçîâàâ íîâîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà K è ëåììó 2.1, íåòðóäíî
ïðîâåñòè àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè K ê èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ B1, B2
è vmax. Íàïðèìåð, åñëè
 1jB1   fB1j+  1jB2   fB2j 6 ,
òî äëÿ ìíîæåñòâàeK11 = fP () 2 L2[0, 2] :
P () 6 H()   1fB1 cos    1fB2 sin 8 2 [0, 2]g
ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ K11  eK11  K 11 , ãäå
K11 = fP () 2 L2[0, 2] : P () 6 H()  eP ()  8 2 [0, 2]g:
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè vmax > v
 exp , òî
V0
T eK11 6= ?.
Èç ëåììû 2.1 è ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëà J0(P ) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êâàçèðåøåíèÿ.
Òåîðåìà 2.2. Ïðè vmax > v
 çàäà÷à (2.2.1) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, à ïðè vmax < v
 îíà íåðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë J0(P ) ñòðîãî âûïóêëûé,
íåïðåðûâíûé è êîýðöèòèâíûé, à ìíîæåñòâî K âûïóêëîå è çàìêíó-
òîå, îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (2.2.1) îïðåäåëÿåòñÿ íåïóñòîòîé
ìíîæåñòâà K. Òåïåðü äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëå-
äóåò èç ëåììû 2.1.
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Ïîëó÷åííûé â òåîðåìå 2.2 ðåçóëüòàò ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè äðóãèõ âûïóêëûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ìíîæåñòâå K. Îäíèì
èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë âèäà (1.4.13). Ýòè ðåçóëüòàòû èçëîæåíû
â ãë. 4.
2.2.2. Êîíå÷íîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Ïóñòü Vh  êîíå÷-
íîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðîñòðàíñòâà L2[0, 2], h > 0  ïàðà-
ìåòð. Â êà÷åñòâå òàêîé àïïðîêñèìàöèè äàëåå âûáåðåì ïðîñòðàíñòâî
êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå øàãà h = 2=N




K1,h = fPh 2 Vh : Ph() 6 Hh() 8 2 [0, 2]g:







íà ïðîìåæóòêå (i 1,i). ßñíî, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè Hh ìíîæå-
ñòâî
K1,h = fPh 2 Vh : Pi 6 Hi äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,Ng,
ãäå Pi  çíà÷åíèå Ph íà ïðîìåæóòêå (i 1,i). Â òî æå âðåìÿ â òåðìè-
íàõ îãðàíè÷åíèé íà âåêòîð P = (P1, . . . ,PN)
T ìíîæåñòâî K0,h ïðèìåò
âèä K0,h = fP : BP = bg ñ âåêòîðîì b = (0,B1,B2)T è 3N-ìàòðèöåé
B ðàíãà 3, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè
b1j = h, b2j =
iZ
i 1








PiQi ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå RN è
jP j = hP ,P i1=2  íîðìó.
Äëÿ ìíîæåñòâà Kh = K0,h
T
K1,h ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 2.2. Ñóùåñòâóåò òàêîå vh > 1, ÷òî ïðè vmax > vh ìíî-
æåñòâî Kh íå ïóñòî è ïðè vmax < v

h ìíîæåñòâî Kh ïóñòî.
Åñëè vmax > v

h + ,  > 0, òî íàéäóòñÿ òàêèå ïîñòîÿííàÿ
 = () > 0 è ôóíêöèÿ P 2 K0,h, ÷òî P() 6 Hh()    ïðè
 2 [0, 2].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ Hh() â âèäå Hh() =
= ln vmax + fHh(): ßñíî, ÷òî fHh() > c = const ïðè âñåõ  2 [0, 2]:
Èç ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Hh ñëåäóåò òàêæå, ÷òî
2Z
0
fHh() d = 2Z
0
eH() d = 0:
3*
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Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ Ph 2 K0,h. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ vmax áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Ph() 6 Hh(), òàê ÷òî






Ph() d = 0
ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ vh > 1. Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè
äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 2.1.
Çàìå÷àíèå 2.1. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû 2.2 îçíà÷àåò,
÷òî ïðè vmax > v

h âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ñëåéòåðà.





k Qh   Pd,h k2g, (2.2.4)
ãäå Pd,h  Vh-àïïðîêñèìàöèÿ Pd. Çàäà÷à (2.2.4)  çàäà÷à êâàäðàòè÷-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îòñþäà è èç ëåììû 2.2 ñëåäóåò òåîðåìà 2.3.
Òåîðåìà 2.3. Ïðè vmax > v

h çàäà÷à (2.2.4) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, à ïðè vmax < v

h îíà íåðàçðåøèìà.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ jP   Pdj2=2 âûïóêëà è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà ïî P , à âñå îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíû, èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ
[14] ñëåäóåò òåîðåìà 2.4.
Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü P  ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.4). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò âåêòîð (,) 2 RN+  R3, òàêîé, ÷òî8<:
P   Pd +  BT = 0,
BP   b = 0,
P  H  0, hP  H,i = 0,
(2.2.5)
ãäå íåðàâåíñòâî P  H  0 îçíà÷àåò Pi  Hi 6 0 8i.
Îáðàòíî, åñëè âåêòîð (P ,,) 2 RN  RN+  R3 óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèÿì (2.2.5), òî P  ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.4).
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è î êâàçèðåøåíèÿõ
ñâåäåíî ê ðåøåíèþ çàäà÷è (2.2.4).
2.3. Èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ è áèáëèîãðàôè÷åñêèå
ññûëêè
2.3.1. Óäîâëåòâîðåíèå óñëîâèÿì ðàçðåøèìîñòè ÎÊÇÀ. Ñïî-
ñîá (2.1.2) óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèÿì ðàçðåøèìîñòè ÎÊÇÀ ïðåäëîæåí
Ìàíãëåðîì [123]. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä èñïîëüçîâàë Àðëèíãåð [98],
äîïóñêàâøèé èçìåíåíèå èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè íå íà âñåì
êîíòóðå, à òîëüêî íà ÷àñòè åãî íèæíåé ïîâåðõíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî â
îáåèõ ðàáîòàõ [98, 123] àâòîðû íå òðåáîâàëè ìèíèìèçàöèè èçìåíåíèé,
âíîñèìûõ â íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå v(s), îäíàêî â ñëó÷àå, êîòîðûé
2.3. Çàìå÷àíèÿ è ññûëêè 69
èçó÷èë Ìàíãëåð [123] (ñêîðîñòü âàðüèðóåòñÿ íà âñåì êîíòóðå è åå
çíà÷åíèå â çàäíåé êðîìêå íå ôèêñèðîâàíî), ïîñòðîåííîå ðåøåíèå, êàê
ïîêàçàíî â [35], ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îïòèìàëüíûì.
Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå îïòèìèçàöèîííîå óñëîâèå ïðè ìîäèôèêàöèè
èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè â ÎÊÇÀ ââåë Ñòðýíä [130]. Ðàçâèâ
ðåçóëüòàòû [98], îí ðàçðàáîòàë è ÷èñëåííî ðåàëèçîâàë ñïîñîá óäîâëå-
òâîðåíèÿ óñëîâèé (1.4.16), (1.4.17) çà ñ÷åò âàðüèðîâàíèÿ êîíå÷íîãî
÷èñëà ïàðàìåòðîâ, ââåäåííûõ â âûðàæåíèå ñêîðîñòè äëÿ òîãî, ÷òîáû
ìåíüøå îòêëîíèòüñÿ îò èñõîäíûõ äàííûõ ÎÊÇÀ. Â ðàáîòå [130] ýòà
æå çàäà÷à ðåøåíà ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà. Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèÿ â íåé íå ðàññìîòðåíû. Òîò æå ïîäõîä ïðèìåíåí â [131] äëÿ
óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèÿì ðàçðåøèìîñòè â îñíîâíîé ÎÊÇÀ â ðàìêàõ
ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà.
2.3.2. Òåîðèÿ êâàçèðåøåíèé ÎÊÇÀ. Ïîä êâàçèðåøåíèÿìè íåêîð-
ðåêòíîé çàäà÷è Â.Ê. Èâàíîâ [54] ïðåäëîæèë ïîíèìàòü âñÿêèå ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà U äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (ìíîæåñòâà êîððåêòíîñòè),
ðåàëèçóþùèå ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà, õàðàêòåðèçóþùåãî ðåøåíèå è
îïðåäåëåííîãî ïî íà÷àëüíûì äàííûì çàäà÷è, äî ìíîæåñòâà U .
Âîïðîñ î íàõîæäåíèè êâàçèðåøåíèé ÎÊÇ ïîñòàâèëè Ë.À. Àêñåí-
òüåâ è Ë.Í. Æóðáåíêî [11].
Âïåðâûå îïðåäåëåíèå êâàçèðåøåíèÿ âíåøíåé ÎÊÇ, ðåàëèçóþùåå
ïîäõîä Â.Ê. Èâàíîâà, äàíî â ðàáîòå [28].
Òåîðèÿ êâàçèðåøåíèé ÎÊÇÀ ïîäðîáíî èçëîæåíà â ìîíîãðàôèÿõ [35,
109]. Òàì æå äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåííîñòè è
óñòîé÷èâîñòè êâàçèðåøåíèé.
Êâàçèðåøåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè,
èññëåäîâàíû â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [37, 38, 43].
Ã ë à â à 3
ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ Â ÇÀÄÀ×Å
Î ÊÂÀÇÈÐÅØÅÍÈßÕ. ÏÐÈÌÅÐÛ
ÊÂÀÇÈÐÅØÅÍÈÉ
3.1. Ôóíêöèè Ëàãðàíæà è äâîéñòâåííûå çàäà÷è
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà
L(P ,) = J0(P ) +
2Z
0
()[P () H()] d (3.1.1)
è áóäåì èñêàòü åå ñåäëîâóþ òî÷êó (P ,) 2 K0  L+2 [0, 2]:
L(P , ) 6 L(P ,) 6 L(Q,) 8Q 2 K0 8 2 L+2 [0, 2]: (3.1.2)
Çäåñü L+
2
[0, 2]  êîíóñ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé èç L2[0, 2].
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå vmax > v
, ãäå v îïðå-
äåëåíî â ëåììå 2.1. Òîãäà P 2 K0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
(2.2.1) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
 2 L+
2
[0, 2], òàêàÿ, ÷òî (P ,) åñòü ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè
L(P ,), ò. å. âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (3.1.2).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì îáùóþ òåîðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ñåäëî-
âîé òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà (ñì. [95, ãë. 3]). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ôóíêöèÿ (3.1.1) âûïóêëà è íåïðåðûâíà ïî P è àôôèííà ïî . Êðîìå
òîãî,
L(P , 0) = J0(P )! +1
ïðè k P k=k P kL2!1. Îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî
lim inf
P2K0
L(P ,) =  1 ïðè k  k! 1,  2 L+
2
[0, 2]:
Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè P 2 K0 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
P = eP + P1, P1 2 V1, eP () =  1B1 cos +  1B2 sin,
ãäå L2[0, 2] = V0 + V1  îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèåL2[0, 2] (ñì.
ï. 2.2.1). Îòñþäà ñëåäóåò
inf
P2K0
L(P ,) = inf
P12V1
L( eP + P1,) = 1
2




k P1   Pd,1 k2 +(0, eP  H0) + (1,P1  H1):
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Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè íàéäåì P1 =  1 + Pd,1, ãäå Pd,1  îðòîãî-
íàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Pd íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ
P () = arg min
P2K0
L(P ,) (3.1.3)
îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì P () = eP   1 + Pd,1 è
L(P (),) =  1
2




k eP   Pd,0 k2 :
Ïóñòü ôóíêöèÿ P() 2 K0 òàêîâà, ÷òî (ñì. ëåììó 2.1)
P() < H()  ,  > 0,
ïðè ïî÷òè âñåõ  2 [0, 2]. Òîãäà
L(P (),) =  1
2




k eP   Pd,0 k2=  1
2








k eP   Pd,0 k2   2Z
0
() d =   k 1 k2  
2Z
0
() d + c 6
6  minf, g
 






ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè , , c, íå çàâèñÿùèìè îò .
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî f(n)g 2 L+
2
[0, 2] è k (n) k! 1. Äîêà-
æåì, ÷òî
k (n)1 k2 +
2Z
0
(n)() d ! +1:
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. ñóùåñòâîâàíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(ñîõðàíèì çà íåé îáîçíà÷åíèå f(n)g), òàêîé, ÷òî
k (n)1 k2 +
2Z
0
(n)() d 6 c 8n: (3.1.5)
Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ ïî n îãðàíè÷åííîñòü ïåðâûõ
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äëÿ () > 0, ïîýòîìó âòîðîé è òðåòèé êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé
(n) òàêæå îãðàíè÷åíû. Îòñþäà ñëåäóåò k (n)
0
k6 c 8n, ÷òî âìåñòå ñ
(3.1.5) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó k (n) k6 c, ïðîòèâîðå÷àùåìó óñëîâèþ.
Èòàê, ïðè k (n) k! 1 èìååì
k (n)1 k2 +
2Z
0
(n)() d ! +1,
è â ñèëó (3.1.4) L(P ((n)),(n))!  1: Òåîðåìà äîêàçàíà.





ãäå  () = L(P (),) è P ()  ðåøåíèå çàäà÷è (3.1.3). Êàê óñòàíîâ-
ëåíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1,
L(P (),) =  1
2
k 1 k2 +(1,Pd,1  H1)+
+ (0, eP  H0) + 1
2
k eP   Pd,0 k2 :
Ïðîâåäÿ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé âèä äâîé-
ñòâåííîé ôóíêöèè:
 () =  1
2
k 1 k2 +(,Pd,1 + eP  H) + 1
2
k eP   Pd,0 k2 : (3.1.6)
Ïîñòðîèì òåïåðü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è
(2.2.4)




è áóäåì èñêàòü åå ñåäëîâóþ òî÷êó (Ph,h) 2 K0,h  V +h , ãäå V +h 
êîíóñ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé èç Vh.





ëåíî â ëåììå 2.2. Òîãäà Ph 2 K0,h ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.2.4)
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h 2 V +h ,
òàêàÿ, ÷òî (Ph,h) åñòü ñåäëîâàÿ òî÷êà Lh.
Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà Lh(P ,) âûïóêëà
è íåïðåðûâíà ïî Ph è àôôèííà ïî h, à òàêæå
Lh(Ph, 0) = J0h(Ph)! +1
ïðè k Ph k! 1. Êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå Ñëåéòåðà (ñì. çà-
ìå÷àíèå 2.1). Èç [95] (ïðåäëîæåíèå 5.1 ãë. III) ñëåäóåò äîêàçûâàåìûé
ðåçóëüòàò.





äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè h 2 Vh. Òîãäà âåêòîð P () óçëîâûõ ïàðà-
ìåòðîâ ôóíêöèè Ph(h) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è









Ðåøåíèå çàäà÷è (3.1.7) ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå. Èìåííî, ïóñòü
S = E  BT (BBT ) 1B,
ãäå E  åäèíè÷íàÿ N N ìàòðèöà, ìàòðèöà B îïðåäåëåíà â ï. 2.2.2,
b0 = BT (BBT ) 1b 2 RN :
Òîãäà
P () = b0 + SPd   S: (3.1.8)






+ h,P () Hi: (3.1.9)
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ P () èç (3.1.8) â ðàâåíñòâî (3.1.9) è ïðîâåäÿ
íåñëîæíûå âûêëàäêè, ïîëó÷èì
	() =   jSj
2
2
+ h, (E   S)b0 + SPd  Hi+
+





Çàìå÷àíèå 3.1. Íàðÿäó ñ ðàññìîòðåííûìè ôóíêöèÿìè Ëàãðàíæà
L è Lh, â êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñíèìàþòñÿ
îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà, ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà,
ñíèìàÿ, íàïðèìåð, âñå îãðàíè÷åíèÿ. Òàêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ çàäà÷è
(2.2.4), çàïèñàííàÿ äëÿ âåêòîðîâ óçëîâûõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé èç
Vh, èìååò âèä
L(P ,,) = jP   Pdj
2
2




Çàìå÷àíèå 3.2. Çàäà÷è ñ òàê íàçûâàåìûìè ñåäëîâûìè îïåðà-
òîðàìè, â ÷àñòíîñòè ñ îïåðàòîðîì (2.2.5), ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ. Îãðàíè÷èìñÿ èñ-
ñëåäîâàíèåì èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ, ïîñòðîåííûõ ïî ôóíêöèÿì
Ëàãðàíæà L è Lh.
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3.2. Èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû
Èñïîëüçîâàâ èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ïðåäëîæèòü ðàçëè÷-
íûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2.1) è åå êîíå÷íîìåðíîé
àïïðîêñèìàöèè, îñíîâàííûå êàê íà ïðÿìûõ, òàê è íà äâîéñòâåííûõ
ïîñòàíîâêàõ. Íèæå ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî òàêèõ ìåòîäîâ, îáîñíîâàíà
èõ ñõîäèìîñòü è îáñóæäåíû âîïðîñû ðåàëèçàöèè.




[0, 2]; n+1 = PrL+
2






 ïðîåêöèÿ â L2[0, 2] íà L
+
2
[0, 2], n > 0  èòåðàöèîí-
íûé ïàðàìåòð.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ vmax > v
, ò. å. ïðè ñóùåñòâîâàíèè ñåäëî-
âîé òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà, èòåðàöèîííûé àëãîðèòì (3.2.1) ñõîäèò-
ñÿ, íà÷èíàÿ ñ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, åñëè
n 2 [, 2  ] 8 > 0 : k Pn   P kL2! 0, n!1:
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç [20] (òåîðåìà 4.1 ãë. 2).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî n+1 îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè:
n+1() = (n + n(P
n  H))+() äëÿ ïî÷òè âñåõ :
Òàêæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ Pn().
Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2,
Pn = eP + (Pd   n)1 = eP + Pd   n   (Pd   n)0,
à (Pd   n)0  ïåðâûå òðè ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè
Pd   n:
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ôàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà (3.2.1) ïðè-
õîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, êâàä-
ðàòóðíûå ôîðìóëû ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ, è àïïðîêñèìèðîâàòü
ôóíêöèè P è  íåêîòîðûìè èõ êîíå÷íîìåðíûìè ïðèáëèæåíèÿìè. Â
èòîãå ïîëó÷èì àëãîðèòì Óäçàâû ñ íåòî÷íîé ðåàëèçàöèåé èòåðàöèîííûõ
øàãîâ, êîòîðûé òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî îáîñíîâàíèÿ. Ýòîãî íåäîñòàò-
êà ëèøåí àëãîðèòì Óäçàâû äëÿ êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è (2.2.4), êàæäûé
øàã êîòîðîãî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí òî÷íî.
Àëãîðèòì Óäçàâû äëÿ çàäà÷è (2.2.4) èìååò âèä8<:
0
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Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì (3.2.2) ñõîäèòñÿ, íà÷èíàÿ ñ ëþáîãî íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ, åñëè n 2 [, 2   ] 8 > 0. Ðåàëèçàöèÿ îäíîãî øàãà






i  Hi))+ äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,N (3.2.3)






jP   Pdj2 + hn,P  Hi:
Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî ðàíåå (ñì. (3.1.8)), ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî
âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå:
Pn = BT b0 + S(Pd   n):
¾Ïðÿìîå¿ ðåøåíèå äâîéñòâåííûõ çàäà÷. Â ñèëó äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè ôóíêöèè  çàäà÷à (3.1.6) ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîííîìó íåðà-
âåíñòâó
(1 + (Pd,1 + eP  H),  ) > 0 8 2 L+2 [0, 2],
èëè, â ñâîþ î÷åðåäü, óðàâíåíèþ
 = PrL+
2
(0 + Pd,1 + eP  H): (3.2.4)
Óðàâíåíèå (3.2.4) ìîæíî çàïèñàòü â ïîòî÷å÷íîì âèäå:
() = (0 + Pd,1 + eP  H)+ äëÿ ïî÷òè âñåõ  2 [0, 2],
îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî, íàéäÿ êîìïîíåíòó 0 ìíîæèòåëÿ
Ëàãðàíæà , ìîæíî ïîñòðîèòü  è çàòåì ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.1):
P () = ( eP   (  0) + Pd,1)() äëÿ ïî÷òè âñåõ  2 [0, 2]:
Äëÿ îòûñêàíèÿ 0 ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (3.2.4), ïðèìåíèâ ê îáåèì
åãî ÷àñòÿì îïåðàòîð PrV0 îðòîãîíàëüíîãî â L2 ïðîåêòèðîâàíèÿ íà
ïîäïðîñòðàíñòâî V0. Áóäåì èìåòü
0 = PrV0PrL+
2
(0 + Pd,1 + eP  H): (3.2.5)
ßñíî, ÷òî (3.2.5)  ýòî ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
òðåõ ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè , êîòîðóþ
íåòðóäíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ýòî óðàâíåíèå ñ íåðàñòÿãèâàþùèì îïåðàòîðîì F = PrV0  PrL+
2
â V0. Óðàâíåíèå (3.2.5) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå (îðòîãîíàëüíàÿ
ïðîåêöèÿ íà V0 âòîðîé êîìïîíåíòû  ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà).
Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð F îáëàäàåò ñâîéñòâîì îáðàòíîé ñèëüíîé
ìîíîòîííîñòè:
k F0   F0 k6 (F0   F0,0   0) 80,0 2 V0:
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Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî PrV0  ëèíåéíûé îðòîãîíàëüíûé
ïðîåêòîð, à îïåðàòîð Pr+L2 îáëàäàåò ñâîéñòâîì îáðàòíîé ñèëüíîé ìîíî-
òîííîñòè êàê ïðîåêòîð íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïîëó÷èì


















0,0   0) = (F0   F0,0   0):
Ïîñêîëüêó îïåðàòîð F  îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûé è óðàâíåíèå
(3.2.5) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèÿ, èòåðàöèè
n+1
0
= (1  !)n0 + !PrV0PrL+
2
(n0 + Pd,1 +
eP  H), ! 2 (0, 2),
ñõîäÿòñÿ [111], íà÷èíàÿ ñ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ê êàêîìó-
ëèáî ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (3.2.5).





ãäå ôóíêöèÿ 	() çàäàíà ðàâåíñòâîì (3.1.10), à íåðàâåíñòâî   0
îçíà÷àåò i > 0 8i.
Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçîâàâ ñâîéñòâî äèôôåðåíöèðóåìîñòè 	, èç
(3.2.6) ïîëó÷èì
(S,  ) > ((E   S)b0   SPd +H,  ) 8 0,
îòêóäà
 = ((E   S)b0   SPd +H + (E   S))+: (3.2.7)
Óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.2.7) íà ìàòðèöó E   S  ïðîåêòîð íà
ImBT , ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðà y = (E   S) 2 R3  àíàëîã
(3.2.5)
y = (E   S)((E   S)b0   Spd +H + y)+:
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ìîæíî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü èòåðà-
öèîííîãî àëãîðèòìà
yn+1 = (1  !)yn+
+ !(E   S)((E   S)b0   SPd +H + yn)+, ! 2 (0, 2): (3.2.8)
ßñíî, ÷òî ïî íàéäåííîìó y = (E   S) 2 R3 âåêòîð  âîññòàíàâëèâàåò-
ñÿ ïî ôîðìóëå (3.2.7), ïîñëå ÷åãî ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.4) îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå P = b0 + SPd   S (ñì. (3.1.8)).
Çàìå÷àíèå 3.3. Óðàâíåíèå (3.2.7), à, çíà÷èò, è èòåðàöèîííûé
àëãîðèòì (3.2.8) ìîæíî ïîñòðîèòü, èñõîäÿ èç ñåäëîâîé çàäà÷è
(2.2.5).
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Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è (2.2.4). Çàïèøåì çàäà÷ó
(2.2.4) â âèäå óðàâíåíèÿ (âêëþ÷åíèÿ) ñ ìíîãîçíà÷íûì ìàêñèìàëüíî
ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì:
TPh  Ph   Pd + @IKh(Ph) 3 0, (3.2.9)
ãäå @IKh  ñóáäèôôåðåíöèàë èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà Kh,
ò. å.
IKh(P ) = f0 ïðè P 2 Kh, +1 ïðè P 62 Khg:
Ïóñòü, êðîìå òîãî, @IK0,h , @IK1,h  ñóáäèôôåðåíöèàëû èíäèêàòîðíûõ
ôóíêöèé ìíîæåñòâ K0,h è K1,h ñîîòâåòñòâåííî,
SPh = Ph   Pd,h + @IK0,h(Ph), R = @IK1,h :
Èçâåñòíî, ÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèé D(S) = K0,h è D(R) = K1,h. Ñî-
ãëàñíî ëåììå 2.2 ïðè vmax > v







îòêóäà ñëåäóåò [99], ÷òî T = R + S (çäåñü int  îáîçíà÷åíèå âíóò-
ðåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà). Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (3.2.9) ìåòîäû ðàñùåïëåíèÿ [121].
Ïóñòü I  òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå â ïðîñòðàíñòâå Vh,
JrR = (I + rR)
 1, r = const > 0,
 ðåçîëüâåíòà ìàêñèìàëüíî ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà R, îäíîçíà÷-
íûé è íåðàñòÿãèâàþùèé îïåðàòîð. Èòåðàöèîííûé ìåòîä òèïà





S   I)tnh + (I   JrS)tnh, n = 0, 1, ::: (3.2.10)
Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû R è S ìàêñèìàëüíî ìîíîòîííûå è, êðîìå òîãî,
S  ðàâíîìåðíî ìîíîòîííûé, ïðè ëþáîì r > 0 èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
(3.2.10) ñõîäèòñÿ ñ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïðè ýòîì åñëè








h  ðåøåíèå çàäà÷è
(2.2.4).
Ðåàëèçàöèÿ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (3.2.10) ñîñòîèò â ïîñëåäîâà-
òåëüíîì ïðèìåíåíèè îïåðàòîðîâ JrR è J
r
S ê èçâåñòíûì ôóíêöèÿì, ÷òî
â ñâîþ î÷åðåäü ñâîäèòñÿ ê ïðîöåäóðàì ïðîåêòèðîâàíèÿ â Vh íà K0,h
è K1,h. Èìåííî, yh = J
r




yh = PrK0,h((1+ r)
 1xh + k(1+ r)
 1Pd,h):
Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì (3.2.10) ïðèíèìàåò âèä
t
n+1=2
h = PrK0,h((1+ r)




h   tn+1=2h + PrK1,h(2tn+1=2h   tnh):
Îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâà K0,h è K1,h ëåãêî ðåàëèçóåìû.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîåêòèðîâàíèå íà K0,h åñòü çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî
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ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè âèäà BP = b, ðåøåíèå êîòîðîé
âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå (ñð. ñ (3.1.8)), à ïðîåêòèðîâàíèå íà K1,h
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íî (ñð. ñ (3.2.3)).
3.3. Íåïóñòîòà ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ôóíêöèé
Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ, îäíîé èç ïðèíöèïèàëüíûõ
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ vh ïàðàìåòðà vmax,
ïî êîòîðîìó îïðåäåëÿåòñÿ íåïóñòîòà ìíîæåñòâà Kh è, ñëåäîâàòåëüíî,
îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (2.2.4). Äëÿ ïðîâåðêè íåïóñòîòû












à f+ îáîçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíóþ ÷àñòü f , ò. å.
f+ =

f , åñëè f > 0;
0, åñëè f < 0:
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è.
Ëåììà 3.1. Çàäà÷à (3.3.1) èìååò ðåøåíèå Ph(vmax). Åñëè íà




è ìíîæåñòâî Kh 6= ?. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî Kh ïóñòî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåò òîëüêî óò-
âåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî G  âûïóêëûé è
íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü åãî êîýðöèòèâíîñòü íà
ìíîæåñòâå K0,h. Ïóñòü Qh 2 K0,h è
2Z
0
q2h d ! 1: Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ph = Qh  Hh. Òîãäà
2Z
0
P 2h d !1: ßñíî, ÷òî
2Z
0









ãäå P+h è P
 
h  ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòè ôóíêöèè Ph















P h d = C1  
2Z
0
H2h d = const










!1, ò. å. G(Ph)! +1, ÷òî îçíà÷àåò êîýðöèòèâíîñòüôóíêöèîíàëà G
íà ìíîæåñòâå K0,h:
Çàìå÷àíèå 3.4. Èç ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ Kh è eKh ñëåäóåò, ÷òî
îíè ïóñòû èëè íåò îäíîâðåìåííî. Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè íåïóñòîòûeKh ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è (3.3.1).
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (3.3.1) áûëè ðåàëèçîâàíû ñëåäóþùèå ìåòîäû.
Ãðàäèåíòíûé ìåòîä. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî K0,h â òåðìèíàõ








Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ G 2 C(1,1), åå ãðàäèåíò (rG(P ))i = 2h(Pi  
 Hi)+ è îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîñòîÿííîé A = 2h.
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðèìåíèì èòåðàöèîííûé ìåòîä:
P k+1 = PrK0,h(P
k   rG(P k)), (3.3.2)
ãäå  > 0  èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð. Èç [121, ñ. 278] ñëåäóåò, ÷òî èòå-
ðàöèè P k ìåòîäà (3.3.2) ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (3.3.1)
ïðè 0<  < 2=A = h, ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fG(P k)g ìîíîòîííî
óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê òî÷íîé íèæíåé ãðàíè G = min
BP=b
G(P ):
Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 3.1, åñëè ïðè çàäàííîì vmax îêàçûâàåòñÿ
G = 0, òî ìíîæåñòâî Kh íå ïóñòî (vmax > v

h). Åñëè æå G 6= 0,
òî ìíîæåñòâî Kh ïóñòî. Ìåòîä (3.3.2) ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ, ïîñêîëüêó
ïðîöåäóðà ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî K0,h â äàííîì ñëó÷àå î÷åíü ïðîñòàÿ.















ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðû (x,):
x+BT = f , Bx = b:
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Îòñþäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ  áóäåì èìåòü ñèñòåìó òðåõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé BBT = Bf   b, ðåøèâ êîòîðóþ ìåòîäîì Ãàóññà, íàéäåì
x = f  BT.
Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ. Çàïèøåì çàäà÷ó (3.3.1) â âèäå âêëþ÷åíèÿ:
rG(P ) + @IK0,h(P ) 3 0, (3.3.3)
ãäå @IK0,h  ñóáäèôôåðåíöèàë èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè
IK0,h(P ) = f0 ïðè P 2 K0,h, +1 ïðè P 62 K0,hg
ìíîæåñòâà K0,h. Èòåðàöèîííûé ìåòîä ÄóãëàñàÐýêôîðäà äëÿ çàäà÷è
(3.3.3) ðåàëèçóåì â âèäå
P k+1=2   P k

+rG(P k) + @IK0,h(P k+1=2) 3 0;
P k+1   P k+1=2

+rG(P k+1   pk) = 0:
Ïîñêîëüêó çàäà÷à (3.3.3) èìååò ðåøåíèå è îïåðàòîðû ìàêñèìàëüíî
ìîíîòîííûå, èç ðåçóëüòàòîâ [121] ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èòåðàöèé ýòî-
ãî ìåòîäà ê íåêîòîðîìó ðåøåíèþ (3.3.3) ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì
èòåðàöèîííîì ïàðàìåòðå  è ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè. Ïîìèìî
ìåòîäà ÄóãëàñàÐýêôîðäà ñ ïîñòîÿííûì èòåðàöèîííûì ïàðàìåòðîì
äëÿ çàäà÷è (3.3.3) áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ñ âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ïàðàìåòðîâ, èìåííî k = k.
Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ çàäà÷à (3.3.1) ðåøàëàñü ìåòî-
äîì ïðîåêöèè ãðàäèåíòà è ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ êàê ñ ïîñòîÿí-
íûì èòåðàöèîííûì ïàðàìåòðîì, òàê è ñ âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ïàðàìåòðîâ. Êðèòåðèåì îñòàíîâêè èòåðàöèé áûëî óñëîâèå
n 1X
i=1
jP k+1i   P ki j2 6 10 6: Îïòèìàëüíûå èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû ìå-
òîäîâ îïðåäåëÿëèñü âû÷èñëèòåëüíûì ýêñïåðèìåíòîì. Áûëè ïîëó÷åíû
êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ vh ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ èñ-
õîäíûõ äàííûõ. Íàïðèìåð, äëÿ èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è " = 2 è
 = 0,1,  = 0,2 è  = 0,34 îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû
(1,10; 1,11), (1,22; 1,23) è (1,39; 1,40), ñîäåðæàùèå êðèòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå vh.
Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè,
÷òî ìåòîäû ðàñùåïëåíèÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäè-
åíòà. Âî-ïåðâûõ, ìåòîäû ðàñùåïëåíèÿ ïîçâîëÿþò ñ áîëüøåé òî÷íî-
ñòüþ îïðåäåëÿòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå vh: ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè ñ
vmax > v

h çíà÷åíèå ôóíêöèè G(p(vmax)) ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ
ïîñëå îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî ÷èñëà èòåðàöèé. Â òî æå âðåìÿ ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è (3.3.1) ìåòîäîì ïðîåêöèè ãðàäèåíòà ïðè çíà÷åíèÿõ
vmax > v

h, íî áëèçêèõ ê v

h, çíà÷åíèå G(p(vmax)) ìàëî, îäíàêî íåëü-
çÿ ñ óâåðåííîñòüþ ñêàçàòü, ÷òî ýòî ëèøü âëèÿíèå âû÷èñëèòåëüíûõ
îøèáîê, è òåì ñàìûì òî÷íî îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì vmax ôóíêöèîíàë
3.4. Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèé 81
G(p(vmax)) ðàâåí íóëþ. Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåòîäû ðàñùåï-
ëåíèÿ îáëàäàþò áîëüøåé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, ÷åì ìåòîäû ïðîåêöèè
ãðàäèåíòà. Åñëè ïðè vmax ñóùåñòâåííî áîëüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ
vh ïðåèìóùåñòâî íå ñòîëü î÷åâèäíî, òî ïðè çíà÷åíèÿõ vmax, áëèçêèõ
ê vh, ÷èñëî èòåðàöèé â ìåòîäàõ ðàñùåïëåíèÿ ìåíüøå â íåñêîëüêî ðàç.
Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (3.3.1) ðåøàëàñü òàêæå ìåòîäîì ïðèâåäåííîãî
ãðàäèåíòà. Åãî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè è òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ vh áëèçêè
ê õàðàêòåðèñòèêàì ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäû
ðàñùåïëåíèÿ âûèãðûâàþò â òî÷íîñòè íàõîæäåíèÿ vh, à îáùåå ÷èñëî
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Ðèñ. 3.1. Çàâèñèìîñòü v îò ïàðàìåòðà  ïðè " = 2
Åùå îäèí ñóùåñòâåííûé âîïðîñ  êàê çàâèñèò âåëè÷èíà v îò
ïàðàìåòðà . Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîçâîëèëè
äàòü îòâåò íà íåãî.
Íà ðèñ. 3.1 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ v âå-
ëè÷èíû vmax îò ïàðàìåòðà , ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ è ïîçâîëÿþùàÿ óñòàíîâèòü, ïðè êàêèõ ïàðàìåòðàõ vmax
è  ìíîæåñòâî K áóäåò íåïóñòûì. Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà 
ðàñòåò ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå vmax, ò. å. îáëàñòü K äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé ñòàíîâèòñÿ øèðå.
Â ãë. 4 áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàâèñèìîñòü
v = v() ñ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ìîæåò áûòü îïèñàíà àíà-
ëèòè÷åñêè.
3.4. Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèé
3.4.1. Îñíîâíàÿ ÎÊÇÀ. Ïðåæäå âñåãî ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âû-
÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ çàäà÷è (2.2.4) âñåìè îïèñàí-
íûìè âûøå ìåòîäàìè äëÿ ñëåäóþùåãî ñëó÷àÿ: " = 2,  = 0,2 è íà÷àëü-
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íàÿ ôóíêöèÿ Pd ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíûì ïðîôèëÿì Ëèáåêà (ñì. [118],




jP k+1i   P ki j2 6 10 6. Îïòèìàëüíûå èòåðàöèîííûå
ïàðàìåòðû ìåòîäîâ îïðåäåëÿëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíî. Óñòàíîâëåíî, ÷òî
ìåòîäû ðàñùåïëåíèÿ è ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè äâîéñòâåííîé
çàäà÷è, ïðåäïî÷òèòåëüíåé ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì Óäçàâû.
Äëÿ óêàçàííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ áûëî îïðåäåëåíî ïðåäåëüíîå
çíà÷åíèå vh = 1,23, ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî Kh íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì.
Ïðè âûáîðå vmax < 1,23 â çàäà÷å (2.2.4) ðàññìîòðåííûå ìåòîäû ñî-
âåðøàëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé (çàâèñàëè). Ýòîò ôàêò ìîæåò
ñëóæèòü ïðèçíàêîì îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, ò. å. ïîäòâåðæäåíèåì
òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ vh = 1,23.
Íà ðèñ. 3.2, à ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè v() (ëèíèÿ 1),
ñîîòâåòñòâóþùåå èçâåñòíîìó ïðîôèëþ Ëèáåêà [118] c áåñêîíå÷íî òîí-























Ðèñ. 3.2. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ c ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì
ñêîðîñòè: àèñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè (1) è êâàçèðåøåíèå (2) äëÿ
" = 2,  = 0,1 è vmax = 1,4; áèñõîäíûé çàìêíóòûé êîíòóð (1) è êîíòóð,
ñîîòâåòñòâóþùèé êâàçèðåøåíèþ (2)
áîëüøåé íàãëÿäíîñòè çäåñü è íà ïîñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ ïðè èçîáðà-
æåíèè êîíòóðîâ ïðîôèëåé óâåëè÷åí ìàñøòàá ïî îñè îðäèíàò), êîòîðûé
èìååò òåîðåòè÷åñêèé óãîë àòàêè  = 0,1 (èëè 5,7). Òàêîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñêîðîñòè îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè (1.4.16),
(1.4.17), à îãðàíè÷åíèÿ (1.4.19) âûïîëíÿþòñÿ ëèøü ïðè vmax > 2,15.
Êâàçèðåøåíèå îñíîâíîé ÎÊÇÀ (ìîäèôèöèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå ñêî-
ðîñòè) ïðè vmax = 1,4 èçîáðàæåíî ëèíèåé 2 íà ðèñ. 3.2, à, à ñàì
ïðîôèëü íà ðèñ. 3.2, á. Ïðè ïîñòðîåíèè êâàçèðåøåíèÿ çàäà÷à (2.2.4)
ðåøàëàñü òðåìÿ îïèñàííûìè âûøå ñïîñîáàìè  ìåòîäîì (3.2.8), ìå-
òîäîì Óäçàâû (3.2.2) è ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ (3.2.10). ×èñëî èòåðàöèé
ñîñòàâèëî ñîîòâåòñòâåííî 24, 29 è 20 ïðè äîñòèæåíèè îäíîé è òîé
æå òî÷íîñòè â íàõîæäåíèè ìèíèìóìà óêàçàííîãî âûøå ôóíêöèîíàëà.
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Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ ïîëó-
÷åíî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè ñ äâóìÿ ¾ïîëêàìè¿, (ó÷àñòêàìè ïîñòîÿí-
ñòâà ñêîðîñòè): îäíà  íà âåðõíåé, à äðóãàÿ  íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè.
Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ (ðèñ. 3.3ðèñ. 3.5) â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè èñïîëüçîâàíî ãèäðîäèíàìè÷åñêè öåëåñîîáðàçíîå


























Ðèñ. 3.3. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ c ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì
ñêîðîñòè: àèñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè (1) è êâàçèðåøåíèå (2) äëÿ



























Ðèñ. 3.4. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì
ñêîðîñòè: àèñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè (1) è êâàçèðåøåíèå (2) äëÿ
" = 2,  = 0,1 è vmax = 2; áèñõîäíûé êîíòóð (1) è êîíòóð, ñîîòâåòñòâóþùèé
êâàçèðåøåíèþ (2)
â ãë. 6, è ñõîäíîå ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ëèáåêà (ñì. ðèñ. 3.2, à). Ðàñïðå-
äåëåíèå ñêîðîñòè v() äëÿ íåãî, ïîëó÷åííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâÿçè
(1.4.18), èçîáðàæåíî ëèíèåé 1 íà ðèñ. 3.3ðèñ. 3.5, à. Åìó ñîîòâåòñòâó-
þò çíà÷åíèå  = 0,1 è ðàçîìêíóòûé êîíòóð, ïðåäñòàâëåííûé ëèíèåé 1
íà ðèñ. 3.3ðèñ. 3.5, á (ò. å. óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ÎÊÇÀ íå âûïîëíÿ-
þòñÿ). Î÷åâèäíî, ÷òî çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè óäîâëåòâîðÿåò
îãðàíè÷åíèþ (1.4.19) òîëüêî ïðè vmax > 2,4. Ïðè ìàêñèìàëüíîé ñêîðî-
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ñòè vmax = 1,6 è ïðè òîì æå çíà÷åíèè  = 0,1 êâàçèðåøåíèå çàäà÷è
ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3.3 ëèíèÿìè 2 (çàìêíóòûé êîíòóð è ñîîòâåòñòâó-
þùåå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè v()).
Ïóñòü òåïåðü vmax = 2, à îñòàëüíûå èñõîäíûå äàííûå (ðàñïðåäåëå-
íèå ñêîðîñòè è òåîðåòè÷åñêèé óãîë àòàêè) íåèçìåííû. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå êâàçèðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3.4. Â ïðèìåðàõ íà ðèñ. 3.3 è
ðèñ. 3.4 ìîäèôèöèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè èìåþò òîëüêî ïî
îäíîé ¾ïîëêå¿.
Íà ðèñ. 3.5 ïðè òåõ æå èñõîäíûõ äàííûõ ðåàëèçîâàíî êâàçèðåøåíèå

























Ðèñ. 3.5. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñè-
ìóì ñêîðîñòè: àèñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè (1) è êâàçèðåøåíèå (2)
äëÿ " = 2 è  = 0,1; áèñõîäíûé êîíòóð (1) è êîíòóð, ñîîòâåòñòâóþùèé
êâàçèðåøåíèþ (2)
Â ïðèìåðàõ, èëëþñòðèðîâàííûõ íà ðèñ. 3.6ðèñ. 3.8, â êà÷åñòâå
èñõîäíîãî èñïîëüçîâàíî ãèäðîäèíàìè÷åñêè öåëåñîîáðàçíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñêîðîñòè (ëèíèÿ 1 íà ðèñ. 3.6ðèñ. 3.8, a), êîòîðîìó ñîîò-
âåòñòâóþò çíà÷åíèå  = 0,3 è ðàçîìêíóòûé êîíòóð (ëèíèè 1 íà
ðèñ. 3.6, áðèñ. 3.8, á). Îãðàíè÷åíèå (1.4.19) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè
vmax > 1,6. Ïðè vmax = 1,25, vmax = 1,4 è ïðè òîì æå çíà÷åíèè  = 0,3
êâàçèðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.6 è ðèñ. 3.7 ñîîòâåòñòâåí-
íî ëèíèÿìè 2 (çàìêíóòûé êîíòóð è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå
ñêîðîñòè v()). Îòìåòèì, ÷òî íîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ñíîâà
èìåþò ¾ïîëêè¿ íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ êîíòóðà.
Ïðè vmax = 1,6 è òîì æå çíà÷åíèè  = 0,3 êâàçèðåøåíèå çà-
äà÷è ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3.8. Â äàííîì ñëó÷àå ìîäèôèöèðîâàííîå
ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè âîîáùå íå èìååò ¾ïîëîê¿. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ,
ïî-âèäèìîìó, òåì, ÷òî èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè óäîâëåòâîðÿåò
îãðàíè÷åíèþ (1.4.19) (íî íå îáåñïå÷èâàåò çàìêíóòîñòü èñêîìîãî êîí-
òóðà).
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Äëÿ âûÿâëåíèÿ òåíäåíöèé èçìåíåíèÿ ôîðìû êðûëîâûõ ïðîôèëåé,





















Ðèñ. 3.6. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì
ñêîðîñòè: àèñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè (1) è êâàçèðåøåíèå (2) äëÿ























Ðèñ. 3.7. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì
ñêîðîñòè: àèñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè (1) è êâàçèðåøåíèå (2) äëÿ
" = 2,  = 0,3 è vmax = 1,4; áèñõîäíûé ðàçîìêíóòûé êîíòóð (1) è êîíòóð,
ñîîòâåòñòâóþùèé êâàçèðåøåíèþ (2)
íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè, áûë ïðîâåäåí ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ. Èõ ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.9ðèñ. 3.13.
Íà ðèñ. 3.9ðèñ. 3.11 ïîñòðîåíû êâàçèðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ
îäíîãî è òîãî æå èñõîäíîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêè öåëåñîîáðàçíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñêîðîñòè (äëÿ " = 2), íî ïðè ðàçíûõ âåëè÷èíàõ vmax, îãðàíè-
÷èâàþùèõ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè íà êîíòóðå. Ðàñïðåäåëåíèÿ
v = v(), ñîîòâåòñòâóþùèå èñõîäíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè, èçîá-
ðàæåíû ëèíèÿìè 1 íà âñåõ ðèñóíêàõ ñëåâà. Ïðè ýòîì ðàññ÷èòàííàÿ
âåëè÷èíà òåîðåòè÷åñêîãî óãëà àòàêè  = 0,15. Ëèíèÿìè 1 íà ðèñóíêàõ
ñïðàâà èçîáðàæåíû êîíòóðû, îòâå÷àþùèå èñõîäíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
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v(s), à ëèíèÿìè 2 ñëåâà è ñïðàâà ìîäèôèöèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ





















Ðèñ. 3.8. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì
ñêîðîñòè: àèñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè (1) è êâàçèðåøåíèå (2) äëÿ
" = 2,  = 0,3 è vmax = 1,6; áèñõîäíûé ðàçîìêíóòûé êîíòóð (1) è êîíòóð,
ñîîòâåòñòâóþùèé êâàçèðåøåíèþ (2)
Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïðèìåðîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà
ðèñ. 3.9, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èñõîäíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè ñîîò-
âåòñòâóþò çàìêíóòûé êîíòóð (ò. å. àïðèîðè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðàçðå-
øèìîñòè îñíîâíîé ÎÊÇÀ) è vmax = 1,8, ïîýòîìó íà ïåðâîì ðèñóíêå
ëèíèè 1 è 2 ñîâïàäàþò. Ïðè óìåíüøåíèè vmax äî çíà÷åíèÿ vmax = 1,2
ïîëó÷àåì ¾ïîëî÷íûå¿ ìîäèôèöèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè, ïðî-
ôèëè êâàçèðåøåíèé ñòàíîâÿòñÿ òîíüøå è áîëåå èçîãíóòûìè è, íàêî-
íåö, ïðèõîäèì ê íåîäíîëèñòíîé îáëàñòè òå÷åíèÿ. Òå æå òåíäåíöèè
èçìåíåíèÿ ôîðìû ïðîôèëåé äëÿ êâàçèðåøåíèé èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3.10.
Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ çäåñü èñõîäíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóåò ðàçîìêíóòûé è ñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ êîíòóð, è
ñíîâà vmax = 1,8. Îäíàêî ïðè óìåíüøåíèè âåëè÷èíû vmax ñíà÷àëà ïî-
ëó÷àåòñÿ íåîäíîëèñòíîå òå÷åíèå ïðè vmax = 1,4, à çàòåì ïðè vmax = 1,2
êâàçèðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûé ïðîôèëü.
Íà ðèñ. 3.11 èñõîäíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóþò
ðàçîìêíóòûé ñàìîíåïåðåñåêàþùèéñÿ êîíòóð, à ïðè vmax > 1,8 âûïîë-
íÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè. Ïðè äàëüíåéøåì óìåíü-
øåíèè vmax ñíà÷àëà ñíîâà ïîëó÷àåì ¾ïîëî÷íûå¿ ìîäèôèöèðîâàííûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè, à çàòåì è íåîäíîëèñòíîå òå÷åíèå.
Âñå îòìå÷åííûå âûøå òåíäåíöèè èçìåíåíèÿ ôîðìû ïðîôèëåé äëÿ
êâàçèðåøåíèé èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3.13, ïðåäñòàâëÿþùèé ðåçóëüòàòû
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ äèàïàçîíîâ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ
 2 [0,1; 0,5], vmax 2 [1,2; 3]. Íà ðèñ. 3.12, à ïðåäñòàâëåíî ãèäðîäèíàìè-
÷åñêè öåëåñîîáðàçíîå ðàñïðåäåëåíèå v(s), áëèçêîå ê îïèñàííîìó âûøå
ðàñïðåäåëåíèþ Ëèáåêà. Åìó ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèå  = 0,1 òåîðåòè-
÷åñêîãî óãëà àòàêè è çàìêíóòûé êîíòóð, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3.12, á
(îí ñîâïàäàåò ñ êîíòóðîì, ïðåäñòàâëåííûì â âåðõíåé ÷àñòè ëåâîãî
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ñòîëáöà íà ðèñ. 3.13). Íèæå â ëåâîì ñòîëáöå íà ðèñ. 3.13 ðàñïîëîæåíû
êâàçèðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïðè çíà÷åíèÿõ vmax, îòìå÷åííûõ ïî âåðòè-
êàëè íàïðîòèâ êàæäîé èç ñòðîê. Âòîðîé ñòîëáåö êâàçèðåøåíèé ïîñòðî-
åí äëÿ òîé æå óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè P (), êîòîðàÿ áûëà îïðåäåëåíà
ïî èñõîäíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè v(s), íî óæå äëÿ çíà÷åíèÿ
 = 0,2. Íàïîìíèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ÎÊÇÀ (ñì. [35])
ñîõðàíåíèå óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè è èçìåíåíèå òåîðåòè÷åñêîãî óãëà
àòàêè îçíà÷àþò ëèøü èçìåíåíèå ôèçè÷åñêîãî óãëà àòàêè óæå ïîñòðî-
åííîãî ïðîôèëÿ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå v(s), åñòåñòâåííî,





















































Ðèñ. 3.9. Êâàçèðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå äëÿ îäíîãî è òîãî æå èñõîäíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñêîðîñòè ïðè " = 2,  = 0,15 è çíà÷åíèÿõ vmax = 2; 1,5; 1,2: ïåðåõîä
îò çàìêíóòîãî ñàìîíåïåðåñåêàþùåãîñÿ êîíòóðà ê íåîäíîëèñòíîìó òå÷åíèþ
88 Ãë. 3. Âàðèàöèîííûå ìåòîäû ... Ïðèìåðû êâàçèðåøåíèé
çàäàííóþ âåëè÷èíó vmax. Èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðè ïîñòðîåíèè
êâàçèðåøåíèÿ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè èçìåíèòñÿ
ôîðìà ïðîôèëÿ, ÷òî è äåìîíñòðèðóþò èçîáðàæåíèÿ âî âòîðîì ñòîëáöå.
Òðåòèé è ïîñëåäóþùèå ñòîëáöû ïîñòðîåíû ïî òîé æå ïðîöåäóðå:
ïðè ñîõðàíåíèè óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè èçìåíÿþòñÿ ëèøü çíà÷åíèÿ  =
= 0,3; 0,4; 0,5 (îíè îòìå÷åíû íà ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèè â íèæíåé ÷àñòè
ðèñóíêà ïîä êàæäûì ñòîëáöîì).
Âèäíû ïåðåõîäû ê íåîäíîëèñòíûì òå÷åíèÿì, ïðè÷åì ðàçíûå äëèíû
ñòîëáöîâ îïðåäåëÿþòñÿ òåì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè  ðàñòåò ìèíèìàëü-
íî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå v ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè vmax è ïîýòîìó



























































Ðèñ. 3.10. Êâàçèðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå äëÿ îäíîãî è òîãî æå èñõîäíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïðè " = 2,  = 0,15 è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ vmax = 1,8; 1,4;
1,2: ïåðåõîä îò ðàçîìêíóòîãî ñàìîïåðåñåêàþùåãîñÿ êîíòóðà ê íåîäíîëèñòíîìó
òå÷åíèþ
































































Ðèñ. 3.11. Êâàçèðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå äëÿ îäíîãî è òîãî æå èñõîäíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñêîðîñòè ïðè " = 2,  = 0,15 è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ vmax = 1,8; 1,4; 1,2:

















Ðèñ. 3.12. Èñõîäíîå ãèäðîäèíàìè÷åñêè öåëåñîîáðàçíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðî-
ñòè (a) è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó çàìêíóòûé êîíòóð (á)
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Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè ïåðåõîä ê íåîäíîëèñòíûì
òå÷åíèÿì ïðîèñõîäèò ðàíüøå, à äëÿ âòîðîãî ñòîëáöà âîîáùå íå íàñòó-
ïàåò.
Äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ ðèñ. 3.13 íèæå âûáîðî÷íî ïðèâåäåíû çíà-
÷åíèÿ ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûõ âåëè÷èí v ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
ñêîðîñòè vmax äëÿ ðàçíûõ , ðàññ÷èòàííûå, êàê ýòî îïèñàíî â ï. 1.2.2:
 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
v 1,09 1,23 1,35 1,48 1,62
3.4.2. Äèàïàçîí óãëîâ àòàêè. Íà ðèñ. 3.14 ïðèâåäåí ïðèìåð
ïîñòðîåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî ïðîôèëÿ äëÿ k = 1 (v11 = v12 = v1) è
 = 8. Èñõîäíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè (øòðèõïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ 1
è ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ 2 íà ðèñ. 3.14, à) âûáðàíû ïî ñõåìå 3 òàê, ÷òî
v2(s) =  v1(L  s), s 2 [0, s0], s0 = L=2. Â ýòîì ñëó÷àå 1 =  2 = =2
è óñëîâèå ñîâìåñòèìîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷å-
ñêè. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïîëó÷åí ðàçîìêíóòûé êîíòóð. Ïîñëå ïðèìå-
íåíèÿ ìåòîäà êâàçèðåøåíèé áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì ñêîðî-
ñòè ïîñòðîåí ïðîôèëü ñ çàìêíóòûì êîíòóðîì (ðèñ. 3.14, á), èìåþùèé
îòíîñèòåëüíóþ òîëùèíó tmax = 16,43% è êîýôôèöèåíò ïîäúåìíîé
ñèëû Cy1 = 0,485 ïðè  = 1 = 4
 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ 3 è øòðèõîâàÿ
êðèâàÿ 4ìîäèôèöèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè vj(s) íà âñåì
êîíòóðå). Îòìåòèì, ÷òî íà ýòîì ðèñóíêå ïðîôèëü èçîáðàæåí â ñèñòåìå



















Ðèñ. 3.14. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî ïðîôèëÿ äëÿ  = 8: aèñ-
õîäíûå (1 è 2) è ìîäèôèöèðîâàííûå (3 è 4) ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè; á
çàìêíóòûé êîíòóð
Â ýòîì ïðèìåðå èñõîäíûå ôóíêöèè vj(s) áûëè âûáðàíû ïðîèç-
âîëüíî, áåç ó÷åòà òðåáîâàíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé öåëåñîîáðàçíîñòè
è îïòèìèçàöèè. Îïèñàíèå êëàññîâ ãèäðîäèíàìè÷åñêè öåëåñîîáðàçíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè â ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè è íà-
õîæäåíèå ñðåäè òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé ôóíêöèé vj(s), îáåñïå÷èâàþùèõ
îïòèìèçèðîâàííûå ñâîéñòâà ïðîôèëåé, ñîäåðæàòñÿ â ãë. 6.
Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð òî÷íîãî ðåøåíèÿ ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà
óãëîâ àòàêè ïî îáîáùåííîìó ïàðàìåòðó. Ïóñòü vj() = Vj = const ,
92 Ãë. 3. Âàðèàöèîííûå ìåòîäû ... Ïðèìåðû êâàçèðåøåíèé
j = 1, 2, è äëèíû ó÷àñòêîâ êîíòóðîâ, íà êîòîðûå äåëèò êîíòóð ïðîôèëÿ
òî÷êà C, íå ôèêñèðîâàíû. Çíà÷åíèÿ V1 è V2 ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ. Â
ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ P () â (1.5.4) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà. Î÷åâèäíî,
÷òî ðåøåíèå çàäà÷è åäèíñòâåííî. Íà ðèñ. 3.15 øòðèõîâîé ëèíèåé ïðåä-
ñòàâëåíî ýòî ðåøåíèå äëÿ V1 = 1,12, V2 = 1,13,  = 5
 è k = 1. Êîíòóð
ïðîôèëÿ ðàçîìêíóò, òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ôèçè÷åñêè íåðåàëèçóåìî.
Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êâàçèðåøåíèé áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèÿ íà
ìàêñèìóì ñêîðîñòè ïîëó÷åí çàìêíóòûé êîíòóð (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà
ðèñ. 3.15). Ìîäèôèöèðîâàííûå õîðäîâûå äèàãðàììû ñêîðîñòè, âîññòà-
íîâëåííûå íà âñåì êîíòóðå ïðè 2 =  2,06 è 1 = 2,94 ñîîòâåòñòâåí-







Ðèñ. 3.15. Òî÷íîå ðåøåíèå ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè ïî õîðäîâîé
äèàãðàììå ñêîðîñòè
Íà ðèñ. 3.16 ïðåäñòàâëåí ïðîôèëü ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé
18,5%, ïîñòðîåííûé äëÿ  = 11 ïî õîðäîâûì äèàãðàììàì ñêîðî-
ñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàäàíà â âèäå ëîìàíîé, ñîñòîÿùåé èç äâóõ
ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ (ó÷àñòêè ñïëîøíîé ëèíèè 1 äëÿ j = 1 è
øòðèõîâîé ëèíèè 2 äëÿ j = 2). Èñõîäíûå äàííûå áûëè ïîäîáðàíû òàê,
÷òîáû âûïîëíèòü óñëîâèå ñîâìåñòèìîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ è óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è. Äëÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïî-
íàäîáèëîñü øåñòü èòåðàöèé. Õîðäîâûì äèàãðàììàì, âîññòàíîâëåííûì
â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ íà âñåì ïðîôèëå, ñîîòâåòñòâóþò êðèâîëèíåéíûå
ó÷àñòêè ëèíèé 1 è 2.
Ïðåäñòàâëåííûå, à òàêæå äðóãèå ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû íàõîæ-
äåíèÿ êâàçèðåøåíèé ðàçëè÷íûõ ÎÊÇÀ â ðàìêàõ ðàçíûõ ìàòåìàòè÷å-










Ðèñ. 3.16. Ïðîôèëü, ïîñòðîåííûé ïî õîðäîâûì äèàãðàììàì ñêîðîñòè
ñêèõ ìîäåëåé îáòåêàíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â [35, 36, 109], ïîäòâåðäèëè
ýôôåêòèâíîñòü îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà êâàçèðåøåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êðûëîâûõ ïðîôèëåé ñ ó÷åòîì ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííûõ îãðàíè÷åíèé.
3.5. Èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ è áèáëèîãðàôè÷åñêèå
ññûëêè
Âïåðâûå êâàçèðåøåíèÿ ÎÊÇÀ ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ [28, 32, 33].
Ïðîáëåìà íåïóñòîòû ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ôóíêöèé â çàäà÷å î
êâàçèðåøåíèÿõ ÎÊÇÀ ïîñòàâëåíà è èññëåäîâàíà â [37, 38, 43].
Ïðèìåðû êâàçèðåøåíèé ÎÊÇÀ ñ îãðàíè÷åíèåì íà ìàêñèìóì ñêî-
ðîñòè ÷èñëåííî ðåàëèçîâàíû À.Ý. Èëþõèíûì. Ïðèâåäåííûå, à òàêæå
äðóãèå ïðèìåðû êâàçèðåøåíèé â ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè
ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [47, 48, 103105].
Òî÷íîå ðåøåíèå ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè ïî õîðäîâîé
äèàãðàììå ñêîðîñòè è ïðèìåðû êâàçèðåøåíèé ýòîé çàäà÷è ìîæíî íàéòè
â [106].
Ã ë à â à 4
ÏÐÎÔÈËÈ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÉ ÏÎÄÚÅÌÍÎÉ
ÑÈËÛ Â ÏÎÒÎÊÅ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ
ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ
Îáñóæäàåìûå íèæå çàäà÷è ñâÿçàíû ñ ïîèñêîì îòâåòà íà îäèí èç
îáùèõ âîïðîñîâ àýðîãèäðîäèíàìèêè, êîòîðûé â ñëó÷àå ïëîñêèõ òå÷å-
íèé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ
ïîäúåìíóþ ñèëó ìîæíî ïîëó÷èòü íà ïðîôèëå êðûëà è êàêîâà ôîðìà
òàêîãî ïðîôèëÿ? Ýòîò âîïðîñ îáñóæäàëñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. ×àñòü èç
íèõ óêàçàíà â ðàçä. 4.5.
4.1. Îñíîâíàÿ âàðèàöèîííàÿ ÎÊÇÀ
Ñðåäè ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ïîñòàíîâîê âàðèàöèîííûõ ÎÊÇÀ âû-
äåëèì îäíó (íàçîâåì åå îñíîâíîé), ðåøåíèå çàäà÷è â êîòîðîé íåïî-
ñðåäñòâåííî îòâå÷àåò íà ñôîðìóëèðîâàííûé âîïðîñ. Ýòà ïîñòàíîâêà
ñîäåðæèò èçîïåðèìåòðè÷åñêîå óñëîâèå (çàäàíèå ïåðèìåòðà êîíòóðà
ïðîôèëÿ) è åäèíñòâåííîå äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè íà êîíòóðå (max v(s) 6 vmax). Òî÷íîå ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ vmax, ïîëó÷åííîå â
ðàìêàõ ìîäåëè ÈÍÆ, äàåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå ïîäúåìíîé ñèëû
êàê ìàêñèìèçèðóåìîé õàðàêòåðèñòèêè è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷íóþ îöåíêó
ïîäúåìíîé ñèëû ïðè ó÷åòå äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Ñêàçàííîå
îáúÿñíÿåò ïðèñâîåíèå ýòîé çàäà÷å ñòàòóñà îñíîâíîé. Äàäèì åå ïîñòà-
íîâêó äëÿ áåçãðàíè÷íîãî ïîòîêà â ñëó÷àå ìîäåëè ÈÍÆ (íàçîâåì åå
çàäà÷åé A).
4.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è A. Â ïëîñêîñòè z = x+ i y ðàññìîòðèì
óñòàíîâèâøååñÿ áåçîòðûâíîå îáòåêàíèå ïîòîêîì ÈÍÆ íåïðîíèöàåìî-
ãî èçîëèðîâàííîãî êðûëîâîãî ïðîôèëÿ ñ êîíòóðîì Lz èç êëàññà L,
îïèñàííîãî â ðàçä. 1.4 (ðèñ. 4.1). Âíåøíèé óãîë " (1 6 " 6 2) â
çàîñòðåííîé çàäíåé êðîìêå B (z = 0) çàäàí çàðàíåå, ïåðèìåòð êîíòóðà
ïðîôèëÿ L = 2. Ïîòîê íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, íà-
ïðàâëåííûì ãîðèçîíòàëüíî, åãî ñêîðîñòü v1 = 1, à ïëîòíîñòü 1 = 1.
Òî÷êîé ñõîäà ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ z = 0. Â êà÷åñòâå ìàñøòàáà äëèí ñíîâà
âîçüìåì ïîëóïåðèìåòð êîíòóðà L=2 = 1. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôîð-
ìó ïðîôèëÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà
ïîäúåìíîé ñèëû, ïðè óñëîâèè, ÷òî êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïîòîêà ðàñïîëî-
æåíû íà èñêîìîì êîíòóðå, à íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè íà êîíòóðå
íå ïðåâîñõîäèò çàäàííîé âåëè÷èíû vmax > 1.
Çàïèøåì îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü çàäà÷è A, ñëåäóÿ ðåçóëüòàòàì ðàçä. 1.4.
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Â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè âîçüìåì âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî
êðóãà E  = f : jj > 1g (ñì. ðèñ. 4.1). Ðàññìîòðèì îáòåêàíèå åäèíè÷-
íîãî êðóãà ïîòîêîì ÈÍÆ, âåêòîð ñêîðîñòè êîòîðîãî íà áåñêîíå÷íîñòè
íàïðàâëåí âäîëü îñè àáñöèññ, ìîäóëü ðàâåí u, à êðèòè÷åñêèå òî÷êè
B = e i è A =   e i íà îêðóæíîñòè (â êîòîðûõ ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ
















Ðèñ. 4.1. Ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è A
Êóñî÷íî-ãëàäêèå êîíòóðû Lz 2 L çàìêíóòû, èìåþò ïåðèìåòð L = 2
è ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïðè êîíôîðìíûõ îòîáðà-
æåíèÿõ z = zP () îáëàñòè E
 , íîðìèðîâàííûõ óñëîâèÿìè zP (1) =1,
zP ( e
 i) = 0 è èìåþùèõ ïðåäñòàâëåíèå ñì. (1.4.6), (1.4.9), (1.4.13)














e i  + 





G0(P ;) d, G0(P ;)  exp[ P ()]
2 sin  + 
2
" 1, (4.1.2)
à óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ P () è óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð  (òåîðåòè-
÷åñêèé óãîë àòàêè) óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì
èíòåãðàëüíûì ðàâåíñòâàì ñì. (1.4.8), (1.4.16), (1.4.17):




P () d , A1(P ) 
2Z
0
P () cos  d , A2(P ) 
2Z
0
P () sin  d ,
B0 = 0, B1 + iB2 =  ("  1) exp( i):
Çàäàâ ïðîèçâîëüíî ôóíêöèþ P (), óäîâëåòâîðÿþùóþ óêàçàííûì
îãðàíè÷åíèÿì, è âåëè÷èíó , âîññòàíîâèì ôóíêöèþ () ïî ôîðìóëå
Øâàðöà (1.4.6) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì äëÿ zP () ïðåäñòàâëåíèå
âèäà (4.1.1). Â íåì ïîñòîÿííàÿ  õàðàêòåðèçóåò îðèåíòàöèþ ïðîôè-
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ëÿ, îãðàíè÷åííîãî êîíòóðîì Lz, îòíîñèòåëüíî íàáåãàþùåãî ïîòîêà.
Â îòëè÷èå îò èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ îñíîâíîé ÎÊÇÀ â
äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ P () è ïàðàìåòð  íå îïðåäåëÿþòñÿ ïî íà÷àëü-
íûì äàííûì çàäà÷è, à ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè. Âçÿâ â ïðåäñòàâëåíèè
(4.1.1) ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè  = e i  , ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ çàìêíóòîãî êóñî÷íî-ëÿïóíîâñêîãî êîíòóðà Lz, èìåþùåãî
ôèêñèðîâàííûé ïåðèìåòð L = 2 è ñàìîå áîëüøåå îäíó îñòðóþ êðîìêó â
òî÷êå z = 0 ñ ôèêñèðîâàííûì óãëîì ", âíóòðåííèì ê îáëàñòè òå÷åíèÿ.
Îáðàòíî, äëÿ ëþáîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé çàìêíóòûì êóñî÷íî-ëÿ-
ïóíîâñêèì êîíòóðîì óêàçàííîãî òèïà, êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå zP (),
êàê èçâåñòíî [75], èìååò âèä (4.1.1), ïðè÷åì â ñèëó âûáîðà íîðìèðîâêè
zP (1) =1, zP ( e i) = 0 êîíòóð Lz çàäàí ñ òî÷íîñòüþ äî âðàùåíèÿ
îêîëî íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð (4.1.1) äàåò îïèñàíèå
øèðîêîãî êëàññà ïðîôèëåé ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè.
Íàïîìíèì, ÷òî òåîðåòè÷åñêèé óãîë àòàêè  èìååò âïîëíå îïðåäå-
ëåííûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: îí ðàâåí óãëó îòêëîíåíèÿ ïðîôèëÿ îò íà-
ïðàâëåíèÿ îáòåêàíèÿ ñ íóëåâîé ïîäúåìíîé ñèëîé. Ñëó÷àé, êîãäà óãîë 
ôèêñèðîâàí çàðàíåå, ñîîòâåòñòâóåò äîïîëíèòåëüíîìó îãðàíè÷åíèþ íà
óãîë àòàêè èñêîìîãî ïðîôèëÿ.
Çàïèøåì òåïåðü óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè íà
êîíòóðå çàäàííîé âåëè÷èíîé vmax ñì. (1.4.19):
P () 6 H()  H0(,) + ("  1) ln
2 sin  + 
2
 , (4.1.4)
H0(,)  ln vmaxM(,) , M(,) = 2 jsin + sinj :
Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ â èññëåäîâàíèè îñíîâíîé âàðèà-
öèîííîé ÎÊÇÀ ðàññìîòðèì óïðîùåííûé åå âàðèàíò, êîòîðûé íàçîâåì
çàäà÷åé B.
Çàäà÷à B. Íàéòè íåïðîíèöàåìûé êîíòóð èç êëàññà L, ìàêñèìè-
çèðóþùèé âåëè÷èíó ïîäúåìíîé ñèëû ïðè áåçîòðûâíîì îáòåêàíèè
ïðîôèëÿ ïîòîêîì ÈÍÆ ñ çàäàííûìè âåëè÷èíàìè v1 = 1 è 1 = 1
ñêîðîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè è ïëîòíîñòè, êîãäà êðèòè÷åñêèå òî÷êè
íàõîäÿòñÿ íà èñêîìîì êîíòóðå.
Ñâåäåì çàäà÷ó B ê âàðèàöèîííîé ÎÊÇ äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.
Ïóñòü w(z)  êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ â îáëàñòè Gz, èìå-










Â ñèëó ðàâåíñòâà (1.1.13) è òåîðåìû Æóêîâñêîãî î ïîäúåìíîé ñèëå
(1.1.9) èìååì
 = 2v1  =
2Y
1
= 8v21jz0(1)j sin: (4.1.5)
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìàêñèìèçàöèè ïîäúåìíîé ñèëû ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè  íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë  íà âçàèìî-
ñâÿçàííûõ êëàññàõ êîíòóðîâ Lz è ôóíêöèé w(z) èç (1.1.13). Äàëåå,
ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è êîíòóðû Lz íåïðîíèöàåìû. Ýòî óñëîâèå, êàê
èçâåñòíî, ðàâíîñèëüíî òðåáîâàíèþ Imw(z)jLz = 0. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ 1, v1, " è  çàäà÷à B ýêâèâàëåíòíà
ñëåäóþùåé âàðèàöèîííîé ÎÊÇ: íàéòè îáëàñòü Gz, îãðàíè÷åííóþ
êîíòóðîì Lz èç óêàçàííîãî âûøå êëàññà, è àíàëèòè÷åñêóþ â Gz
ôóíêöèþ w(z) âèäà (1.1.13) ïî óñëîâèÿì
Imw(z)jLz = 0, ! max :
Ñâåäåì ýòó çàäà÷ó ê çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.





Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìàêñèìèçàöèè  (è Y ) íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü
ôóíêöèîíàë J(P ;) = I0(P )= sin íà äîïóñòèìûõ ôóíêöèÿõ èç ìíî-
æåñòâà (ñì. (4.1.3))
U = fP () 2 H(A,) :
A0(P ) = 0, A1(P ) + iA2(P ) =  ("  1) e ig: (4.1.6)
Òàê êàê ïàðàìåòð  è óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ P () íå ñâÿçàíû äðóã ñ
äðóãîì, îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå  =  = =2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáòå-
êàíèþ êîíòóðà ñ ñîâïàäåíèåì òî÷åê ðàçâåòâëåíèÿ è ñõîäà ïîòîêà.
4.1.2. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è B.
Èññëåäóåì òåïåðü ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà I0(P ).
Òåîðåìà 4.1. Ôóíêöèîíàë I0(P ) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì
íà íåïóñòîì âûïóêëîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå U  L2[0, 2] è,
ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè I0(P ) íà U îäíîçíà÷íî ðàçðå-
øèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèîíàë I0(P ), î÷åâèäíî, äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåì, òî äëÿ åãî ñòðîãîé âûïóêëîñòè íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå èçâåñòíîãî êðèòåðèÿ
h(I 000 P ), i > 0 äëÿ âñåõ 0 6 () 2 L2[0, 2], P () 2 U:
Çäåñü h(I 00
0
P ), i îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíîãî ôóíê-
öèîíàëà (I 00
0
P )() è ýëåìåíòà  2 L2[0, 2]. Èìååì




2() d > 0:
Äàëåå, ìíîæåñòâî U , êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, íåïóñòîå, âûïóêëîå è
îãðàíè÷åííîå â ïðîñòðàíñòâå C ãåëüäåðîâñêèõ ôóíêöèé. Ñëåäîâàòåëü-
íî, U âûïóêëî è êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 2]. Òåïåðü óòâåð-
4 À. Ì. Åëèçàðîâ
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æäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î
äîñòèæåíèè íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì íèæíåé ãðàíè íà ìíîæåñòâå
èç íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè I0(P ) íà ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàí-
ñòâå U0  L2[0, 2], îïðåäåëåííîì òîëüêî óñëîâèÿìè (4.1.3) (áåç òðåáî-
âàíèÿ ãåëüäåðîâîñòè P ()). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 4.2. Ôóíêöèîíàë I0(P ) äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìó-
ìà íà ïîäïðîñòðàíñòâå U0  L2[0, 2], ðàâíîãî 2, â òî÷êå
P() = ("  1) ln
2 sin  + 
2
 :
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì ðàñøèðåííûé ôóíêöèîíàë
	(P ) = I0(P ) + 0A0(P ) + 1A1(P ) + 2A2(P ),
ãäå 0, 1, 2  íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Íåîáõîäè-
ìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà 	(P ) â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 2]
ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ äëÿ ëþáûõ 2-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé
() 2 L2[0, 2] ðàâåíñòâà
2Z
0
f G0(P ;) + 0 + 1 cos + 2 sing () d = 0:
Ñëåäîâàòåëüíî, ýêñòðåìàëü P() èìååò ïðåäñòàâëåíèå
exp[ P()] = (0 + 1 cos + 2 sin)
2 sin  + 
2
1 " :
Çàïèøåì ôóíêöèþ P() â ñëåäóþùåì âèäå:
P() = Re( e
i ), (4.1.7)













ïðè÷åì 0 = r
2 + 1, 1 =  2r cos , 2 =  2r sin , à r è  ïîäëå-















ò. å. ðàâåíñòâó íóëþ âû÷åòà åå ïðîèçâîäíîé. Ýòîò âû÷åò ðàâåí  2r e i  .
Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì r = 0 è 0 = 1, 1 = 2 = 0. Ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü
ôóíêöèîíàëà 	(P ) ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ. Òåîðå-
ìà äîêàçàíà.
Â ñèëó óñëîâèÿ (4.1.6) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå U  U0. Ïðè " = 1
ôóíêöèÿ P()  0 2 U , I0(P) = 2 è ìàêñèìóì ïîäúåìíîé ñèëû äî-
ñòèãàåòñÿ ïðè îáòåêàíèè êðóãà ðàäèóñà L=(2) =  1. Òàêèì îáðàçîì,
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èç äîêàçàííîé òåîðåìû â ÷àñòíîì ñëó÷àå âûòåêàåò, ÷òî ñðåäè ïðîôè-
ëåé ñ ãëàäêèì êîíòóðîì çàäàííîé äëèíû ìàêñèìàëüíóþ ïîäúåìíóþ
ñèëó ïðè ïëàâíîì îáòåêàíèè ïîòîêîì ÈÍÆ èìååò êðóã, ïðè÷åì òî÷êè
ðàçâåòâëåíèÿ è ñõîäà ïîòîêà ñîâïàäàþò. Â ýòîì ñëó÷àå àáñîëþòíûé
ìàêñèìóì  áåçðàçìåðíîé öèðêóëÿöèè  =  =(v1L) åñòü 
 = 2.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáòåêàíèÿ êðóãà ñâîéñòâî äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà
öèðêóëÿöèè ïðè ñîâïàäåíèè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê õîðîøî èçâåñòíî (ñì.,
íàïðèìåð, [67]). Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ñòàòüÿõ [1, 2] â
ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ íà îêðóæíîñòè òî÷å÷íûõ îñîáåííîñòåé. Ïðè ýòîì
èõ íàëè÷èå ïðèâîäèò íå òîëüêî ê èçìåíåíèþ òîïîëîãèè òå÷åíèÿ, íî
è ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öèðêóëÿöèè
ñêîðîñòè (îò  = 2 äî  = 6). Åñëè æå òåïåðü âìåñòî îêðóæíîñòè
âçÿòü ìíîæåñòâî ãëàäêèõ êîíòóðîâ ñ ôèêñèðîâàííûì ïåðèìåòðîì L,
îáòåêàåìûõ ïîòîêîì ÈÍÆ ñ êàêîé-ëèáî èç óêàçàííûõ âûøå òîïîëîãèé
òå÷åíèÿ, òî èç òåîðåìû 4.2 ïîñëåäóåò, ÷òî ýêñòðåìàëüþ áóäåò êðóã, à
âûáðàííàÿ ñõåìà îáòåêàíèÿ îïðåäåëèò äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ,
ñâÿçûâàþùèå ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû (â ÷àñòíîñòè, ïîëîæåíèå òî÷å÷-
íûõ îñîáåííîñòåé) è ôèêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû çàäà÷è (â ÷àñòíîñòè,
âåëè÷èíû ðàñõîäîâ). Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó èñ-
ñëåäîâàíèþ çàäà÷è îáòåêàíèÿ êðóãà ñ òî÷å÷íûìè îñîáåííîñòÿìè íà
îêðóæíîñòè ïðè âàðüèðîâàíèè ðàñïîëîæåíèÿ èçîëèðîâàííûõ îñîáåí-
íîñòåé è âåëè÷èí èõ èíòåíñèâíîñòåé. Òàêîå èññëåäîâàíèå íå ïðåä-
ñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé è ïðîâåäåíî â óïîìÿíóòûõ ðàáî-
òàõ [1, 2].
Òàê êàê äëèíó b õîðäû ïðîôèëÿ è åå íàïðàâëåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü
ëèøü ïîñëå íàõîæäåíèÿ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé îï-
òèìèçèðîâàííîìó ïðîôèëþ, óãîë àòàêè  ìîæíî îòûñêàòü òîëüêî ïîñëå
íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò ïîäúåìíîé
ñèëû eCy = 2Y=(1v21b) òàêæå ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàí ëèøü ïîñëå
íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ
(4.1.5) è óñëîâèÿ L = 2 èìååìeCy = 8L sin
bI0(P )
= 16 sin=[bI0(P )]: (4.1.9)
Èç ðàâåíñòâà (4.1.9) è òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò îöåíêàeCy 6 16 sin
bI0(P)
= 8b 1 sin: (4.1.10)
Íåðàâåíñòâî (4.1.10) äàåò îöåíêó ñâåðõó äëÿ êîýôôèöèåíòà eCy íà
ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå ïðîôèëåé. Åñëè æå âçÿòü êîýôôèöèåíò
ïîäúåìíîé ñèëû â âèäå (1.4.20), òî ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ P()
ïîçâîëÿåò ñðàçó çàïèñàòü òî÷íîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû Cy.
Åñëè " 2 (1, 2], òî ôóíêöèÿ P() èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåí-
íîñòü è P() =2 U . Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà
I0(P ) ýêâèâàëåíòíà íàèëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè â L2[0, 2] ôóíêöèè
P() ìíîæåñòâîì U .
4*
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Òåîðåìà 4.3. Åäèíñòâåííûì íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì â ïðî-
ñòðàíñòâå L2[0, 2] ôóíêöèè P() íà ìíîæåñòâå U ïðè íåêîòîðîì





ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè P() ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå f'kg
('1 = 1, '2 = cos, '3 = sin, '4 = cos 2, '5 = sin 2, . . .). Ïðè ýòîì
èìååò ìåñòî íåóëó÷øàåìàÿ â ñìûñëå ïîðÿäêà îöåíêà
kP()  (SnP)()k,q 6 CHq(P,)n ( ), (4.1.12)
ãäå q = 2, 1 >  >  > 0, C = C(P,)  ïîñòîÿííàÿ,





[t kP( + t)  P()kLq ],  2 (0, 1),
sup
t 6=0
[t 1kP( + t)  2P() + P(   t)kLq ],  = 1:
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñþäó ïëîòíîå â U ìíîæåñòâî òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì (4.1.11). Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [61]),
åäèíñòâåííîå íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 2] ôóíê-
öèè P() ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè óêàçàííîãî âèäà äàåò òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì SnP. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ SnP 2 U ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè A êîýôôèöèåíòà Ãåëüäåðà. Îöåíêó óêëî-
íåíèÿ kSnP   PkL2 ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçîâàâ àïïðîêñèìàöèþ â
H-ïðîñòðàíñòâàõ [17], [18]. Â ÷àñòíîñòè, áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Hq ,
q 2 [1,1),  2 (0, 1], ñ íîðìîé k  k,q, óêàçàííîé âûøå, ñîñòîèò èç
ôóíêöèé r() 2 Lq, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Hq(r, ) < 1.
Â ñèëó êðèòåðèÿ [17] ïðèíàäëåæíîñòè ê ïðîñòðàíñòâó Hq ôóíêöèÿ
P() 2 H2 . Òåïåðü îöåíêà (4.1.12) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðå-
ìû 3 â [17]. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.
Èòàê, ôóíêöèÿ SnP äàåò ðåøåíèå çàäà÷è íà ìíîæåñòâå U ïðè
íåêîòîðîì çíà÷åíèè A = A(n). Ñîîòâåòñòâóþùèé SnP ïðîôèëü èìååò
îäíó îñòðóþ êðîìêó ñ óãëîì " è ïðè n ! 1 íåîãðàíè÷åííî ïðè-
áëèæàåòñÿ ê êðóãó. Ýòè æå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àëèñü â âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòàõ, ïðîâåäåííûõ ïðè ðàçëè÷íûõ n, " è .
Íà ìíîæåñòâî U ìîæíî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ,
ãàðàíòèðóþùèå ïðîñòîòó è îïðåäåëåííîå ãåîìåòðè÷åñêîå ñòðîåíèå êîí-
òóðà Lz. Îíè âûðàæàþòñÿ â âèäå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îäíîëèñòíîñòè
[5, 6], êîòîðûå ïðèâîäÿò ê îãðàíè÷åíèÿì íà ïîñòîÿííóþ A â óñëîâèè
Ãåëüäåðà è ê ñóæåíèþ ìíîæåñòâà U . Ïîñòðîåííîå òàêèì ñïîñîáîì
ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà êîð-
ðåêòíîñòè, à ïîèñê â íåì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ê ôóíêöèè P()
ðàâíîñèëåí íàõîæäåíèþ êâàçèðåøåíèÿ çàäà÷è.
4.1. Îñíîâíàÿ âàðèàöèîííàÿ ÎÊÇÀ 101
Îïèñàííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ âàðèàöèîííûõ çà-
äà÷ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò îòñóòñòâèå îãðà-
íè÷åíèé, ñâÿçûâàþùèõ óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ P () è óïðàâëÿþùèå
ïàðàìåòðû (â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, ïàðàìåòð ). Íåëèíåéíàÿ æå çàâè-
ñèìîñòü óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ìåæäó ñîáîé îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì
ñõåìû îáòåêàíèÿ (â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïîëíîñòüþ íåïðîíèöàåìîãî
êîíòóðà òàêàÿ çàâèñèìîñòü òàêæå îòñóòñòâóåò). Ñâÿçü ôóíêöèè P ()
è óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ââåäåíèè äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèé ïðè îïòèìèçàöèè. Ïîñëåäíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîç-
íèêàþò â îñíîâíîé âàðèàöèîííîé ÎÊÇÀ (â çàäà÷å A).
4.1.3. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è A.
Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è A îñíîâàíî íà ñâÿçè (1.4.20)
óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè P () è ïàðàìåòðà îïòèìèçàöèè  ñ êîýôôèöè-
åíòîì Cy ïîäúåìíîé ñèëû: äëÿ ìàêñèìèçàöèè Cy íóæíî ìèíèìèçèðî-
âàòü ôóíêöèîíàë J0(P ,) = I0(P ) cosec ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (4.1.3) è
(4.1.4). Ïðåäñòàâèì óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ P () â âèäå
P () = T () + ("  1) ln
2 sin  + 
2
 : (4.1.13)
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (4.1.2) è (4.1.3) ïîëó÷èì
I0(P ) = J(T ), J(T ) =
2Z
0
exp[ T ()] d ,
ïðè÷åì J0(P ,) = J(T ) cosec, A0(T ) = A1(T ) = A2(T ) = 0 è îãðàíè-
÷åíèå (4.1.4) ïðèìåò âèä
T () 6 H0(,): (4.1.14)
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à A ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íàéòè ôóíêöèþ
T  2 K = eK0T eK1, ìèíèìèçèðóþùóþ ôóíêöèîíàëó J(T ) cosec.
Â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà eK0 è eK1 èìåþò âèä (ñì. ï. 2.2.1)
eK0 = fT () 2 L2[0, 2] : 2Z
0
T () d =
2Z
0




T () sin d = 0g (4.1.15)
eK1 = fT () 2 L2[0, 2] : T () 6 H0(,)
äëÿ ï. â. 2 [0, 2]g: (4.1.16)
Â îòëè÷èå îò çàäà÷è î êâàçèðåøåíèÿõ â äàííîì ñëó÷àå è ìèíèìè-
çèðóåìûé ôóíêöèîíàë, è ìíîæåñòâî eK1 çàâèñÿò îò óïðàâëÿþùåãî
ïàðàìåòðà . Âìåñòå ñ òåì äëÿ ìíîæåñòâà K ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ
ëåììû 2.1, â ÷àñòíîñòè, K 6= ? ïðè vmax > v è K = ? ïðè vmax < v.
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Ïðè ýòîì âåëè÷èíà v íåïðåðûâíî çàâèñèò îò , v() > 1 ïðè  > 0
è v(0) = 1.
Â ñèëó òåîðåìû 4.1 ôóíêöèîíàë J(T ) ñòðîãî âûïóêëûé â ïðî-
ñòðàíñòâå L2[0, 2], inf
T ()2fK0
J(T ) = 2 è äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîé
ôóíêöèè T () = T()  0, íå çàâèñÿùåé îò âåëè÷èíû ". Ïðè vmax > 4
ôóíêöèÿ T() àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ (4.1.14).
Â ýòîì ñëó÷àå èñêîìûé îïòèìàëüíûé ïðîôèëü îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæå-
íèåì z() = ( + i )= è ÿâëÿåòñÿ êðóãîì ðàäèóñà 1=, îáòåêàåìûì
ïîòîêîì ÈÍÆ òàê, ÷òî ñîâïàäàþò òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ è ñõîäà ïîòîêà.
Àáñîëþòíûé ìàêñèìóì Cy êîýôôèöèåíòàCy åñòü C

y = 8, à àáñîëþò-
íûé ìàêñèìóì  áåçðàçìåðíîé öèðêóëÿöèè  =  =(v1L) = Cy=4
ðàâåí 2.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî êðóã íå áóäåò ýêñòðåìàëüþ íè ïðè êàêèõ
çíà÷åíèÿõ 1 < vmax < 2.
Äåéñòâèòåëüíî, êðóãó âñåãäà ñîîòâåòñòâóþò T () = T  0 è " = 1.
Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (4.1.4) ïðèìåò âèä
max
2[0,2]
lnM(,) 6 ln vmax
èëè, èíà÷å, 2(1+ sin) 6 vmax, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè 1 < vmax < 2, òàê
êàê  > 0.
Óêàæåì òåïåðü îöåíêè ãðàíèö èçìåíåíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåò-
ðà  (ñì. [35, ñ. 357]).









 k, jj > 1,
ñ ôèêñèðîâàííûì êîýôôèöèåíòîì a 6= 0, à ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ
fa() = ReFa( e




































ãäå () = (SP )(). Èìååì
fa() = ReFa( e







= P () H() + ln vmax = T () H0(,) + ln vmax 6 ln vmax:
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Â ñèëó (4.1.4) îòñþäà âûâåäåì, ÷òî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåí-
ñòâà sin 6 ln vmax. Çíà÷èò, ïðè 1 6 vmax < e èìååì îöåíêè
 6 arcsin ln vmax,  6 4 sin=I0(P) 6 2 ln vmax,
ãäå   ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå . Ïðè e 6 vmax 6 4 ïîëó÷èì  6
6 =2 è  6 2.
Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû  ñíèçó ñóçèì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð
(T ,), çàìåíèâ íåðàâåíñòâî (4.1.14) ñëåäóþùèì:
T () + max
2[0,2]
lnM(,) =
= T () + ln[2(1+ sin)] 6 ln vmax,  2 [0, 2]: (4.1.18)
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (4.1.18) èñõîäíîå îãðàíè÷åíèå (4.1.14)
òàêæå áóäåò âûïîëíåíî.




T () > 0: (4.1.19)
Â ñèëó (4.1.18) èìååì
T () 6 ln vmax   ln[2(1+ sin)]:
Îòñþäà ñ ó÷åòîì (4.1.19) ïîëó÷èì sin 6 (vmax   2)=2. Çíà÷èò, ïðè
vmax < 2 çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J(T ) cosec ïðè îãðàíè-
÷åíèÿõ (4.1.3) è (4.1.18) íåðàçðåøèìà è òàêèì ñïîñîáîì îöåíêó ñíèçó
äëÿ  íà ýòîì èíòåðâàëå ïîëó÷èòü íå óäàñòñÿ. Åñëè æå 2 6 vmax 6 4,
òî èìååì  = arcsin(vmax=2   1). Ïîäñòàâèâ T = T  0 è  = 
â (4.1.18), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì J(T ) cosec
äîñòèãàåòñÿ ïðè îáòåêàíèè êðóãà ñ òåîðåòè÷åñêèì óãëîì àòàêè  = .
Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ïðèâåäåííîé öèðêóëÿöèè äàñò îöåíêó ñíèçó
èñêîìîé âåëè÷èíû .
Äàëåå, êàê è â çàäà÷å î êâàçèðåøåíèÿõ (ñì. ðàçä. 2.2) ìíîæåñòâî
K = eK0S eK1  âûïóêëîå è çàìêíóòîå, íî íå âñåãäà íåïóñòîå. Äëÿ
íåãî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå ëåììû 2.1, ãàðàíòèðóþùåå íåïóñòîòó
ìíîæåñòâà K ïðè vmax > v. Òàê êàê v() > 1 ïðè  > 0 è v(0) = 1,
ïðè ëþáîì çíà÷åíèè vmax > 1 íàéäóòñÿ çíà÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî óãëà
àòàêè , îáåñïå÷èâàþùèå íåïóñòîòó ìíîæåñòâà óïðàâëÿþùèõ ôóíê-
öèé. Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà K, à òàêæå ñòðîãàÿ âûïóê-
ëîñòü ïî T ôóíêöèîíàëà J(T ) cosec, åãî íåïðåðûâíîñòü ïî T è ïî 
è ìîíîòîííîñòü ïî  îáåñïå÷èâàþò ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è A.
Îáîçíà÷èì  = vmax=2   1,  = minf1, ln vmaxg è ñôîðìóëèðóåì
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 4.4. Ïðè vmax > 1 çàäà÷à A áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà,
ïðè÷åì sin 6 ln vmax è Cy 6 8 ln vmax.
Åñëè vmax > 4, òî åäèíñòâåííîé ýêñòðåìàëüþ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
T()  0, åé ñîîòâåòñòâóåò îáòåêàíèå êðóãà ñ ñîâïàäåíèåì òî÷åê
ðàçâåòâëåíèÿ è ñõîäà ïîòîêà, Cy = 8 è 
 = =2; ïðè 1 < vmax <
< 2ýêñòðåìàëü îòëè÷íà îò êðóãà. Êðîìå òîãî, ïðè 2 6 vmax < 4
èìååì
8 6 Cy 6 8, arcsin  6  6 arcsin:
Îòìåòèì, ÷òî îòêðûòûì îñòàëñÿ âîïðîñ î äîñòèæèìîñòè îöåíîê
â òåîðåìå 4.4 è åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëåé. Ïî-âèäèìîìó, ïîñòðî-
èòü ýòè ýêñòðåìàëè ìîæíî òîëüêî ÷èñëåííî, ïðèìåíèâ êàêîé-ëèáî
èç èçâåñòíûõ ñïîñîáîâ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J(T ) cosec ïðè
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ (4.1.3), (4.1.4) è íåëèíåéíîì îãðàíè÷åíèè
max
2[0,2]
fT () + ln [2 j sin + sinj]g 6 ln vmax:
Èòàê, êàê è â êëàññè÷åñêèõ èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ, â îñíîâ-
íîé âàðèàöèîííîé ÎÊÇÀ ïðè vmax > 4 ýêñòðåìàëüþ ÿâëÿåòñÿ êðóã.
Õîòÿ òàêàÿ îïòèìàëüíàÿ ôîðìà äàëåêà îò òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ
ïðàêòèêîé àâèàñòðîåíèÿ, ðåøåíèå â âèäå êðóãà ïîëó÷àåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêè, ïðè ìèíèìàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, äèêòóåìûõ ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëüþ òå÷åíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, äàåò òî÷íóþ îöåíêó ñâåðõó äëÿ
êîýôôèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû, äîñòèæèìóþ â ñëó÷àå òå÷åíèÿ ÈÍÆ.
Çàôèêñèðóåì òåïåðü âåëè÷èíó  =  > 0 è ðàññìîòðèì ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè êîýôôèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû êðû-
ëîâîãî ïðîôèëÿ, èñïîëüçóÿ P () â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè.
Ýòî áóäåò ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è A, êîãäà âåëè÷èíà  çàðàíåå çàôèê-
ñèðîâàíà (íàçîâåì åãî çàäà÷åé A0).
Çàäà÷à A0. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü 2-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ
P (), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (4.1.3), (4.1.4) ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè  =  è äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (4.1.2).
Â ñèëó çàïèñàííûõ îãðàíè÷åíèé ýòà çàäà÷à ðàâíîñèëüíà ñëåäóþ-
ùåé: ïðè ôèêñèðîâàííûõ  =  > 0 è vmax ìèíèìèçèðîâàòü íà
ìíîæåñòâå K = K0
T
K1 (ñì. (4.1.15), (4.1.16)) ôóíêöèîíàë J(T ).
Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü vmax = maxfv, exp sing, vmax = 2(1 +
+ sin): Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è A0 èìååò âèä
vmax > vmax: (4.1.20)
Ïðè ýòîì åñëè vmax > v

max, òî åäèíñòâåííîé ýêñòðåìàëüþ ÿâëÿåò-
ñÿ êðóã, à ïðè vmax 6 vmax 6 vmax åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëü îòëè÷íà
îò êðóãà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå íåïóñòîòû ìíîæåñòâà K ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è A0 ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñòðîãîé
âûïóêëîñòè ôóíêöèîíàëà J(T ) è âûïóêëîñòè è çàìêíóòîñòè ìíîæå-
ñòâà K. Íåïóñòîòà ïîñëåäíåãî îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì (4.1.20).
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Ìèíèìóì ðàññìàòðèâàåìîãî ôóíêöèîíàëà íà ìíîæåñòâå, îïðåäå-
ëÿåìîì îãðàíè÷åíèåì (4.1.3), äîñòèãàåòñÿ ïðè T  0, à íåðàâåíñòâî
(4.1.4) âûïîëíèòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, åñëè
vmax > 2(1+ sin): (4.1.21)
Òàêèì îáðàçîì, åñëè çàäàííûå ïàðàìåòðû vmax è 
 ñâÿçàíû íåðàâåí-
ñòâîì (4.1.21), îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì áóäåò êðóã, à Cy = 8 sin
.
Åñëè æå vmax < vmax < 2(1+ sin
), òî, êàê è â çàäà÷å A, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ýêñòðåìàëü áóäåò îòëè÷íà îò êðóãà, à Cy < 8 sin. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü T  0 â (4.1.14) è ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
2(1+ sin) 6 vmax, ïðîòèâîðå÷àùåå ïðåäïîëîæåíèþ.
Â ñèëó òåîðåìû 4.5 ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè  =  çàäà÷à
A0 áóäåò èìåòü åäèíñòâåííóþ íåêðóãîâóþ ýêñòðåìàëü ëèøü â ñëó÷àå
vmax 6 vmax 6 vmax (ïðè vmax > vmax ýêñòðåìàëüþ áóäåò êðóã), èëè,





ïàðàìåòð  ìîæåò áûòü çàôèêñèðîâàí òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðà-
âåíñòâà
min 6  6 max,
max = arcsin ln vmax, min = arcsin(maxf1  vmax=2, 0g):
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ
çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåêðóãîâûì ýêñòðåìàëÿì (çàøòðèõîâàííàÿ
îáëàñòü íà ðèñ. 4.2 äëÿ ñëó÷àÿ " = 2), êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó è
ñíèçó ñîîòâåòñòâåííî êðèâûìè
vmax = 2(1+ sin) è vmax = maxfv, exp sin):
Êàê îòìå÷åíî â ðàçä. 3.3, âåëè÷èíà v íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ;
âèä ýòîé çàâèñèìîñòè óñòàíîâëåí â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ è èçîáðàæåí äëÿ ñëó÷àÿ " = 2 íà ðèñ. 3.1. Òàêèì îáðàçîì,
äîïóñòèìàÿ îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ èìååò âåðõíþþ ãðàíèöó,
b
o







Ðèñ. 4.2. Äîïóñòèìàÿ è íåäîïóñòèìàÿ îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ  è vmax
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îïðåäåëÿåìóþ àíàëèòè÷åñêè, è íèæíþþ ãðàíèöó, îïèñàííóþ ëèøü â
ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Åñëè òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè
(, vmax) ïîïàäàåò â ýòó îáëàñòü, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îïòè-
ìàëüíûé ïðîôèëü, îòëè÷íûé îò êðóãà. Åñëè óêàçàííàÿ òî÷êà ëåæèò
âûøå îáîçíà÷åííîé îáëàñòè, òî ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è áóäåò
êðóã, à åñëè íèæå, òî ðåøåíèå çàäà÷è A0 íå ñóùåñòâóåò.
Òåïåðü ìîæåì âåðíóòüñÿ ê âîïðîñó î ñîïîñòàâëåíèè êðèâûõ ñ
óðàâíåíèÿìè vmax = exp sin è vmax = v
(). Îáëàñòè äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ vmax è , íèæíÿÿ ãðàíèöà êîòîðûõ îïðåäåëåíà
èç óñëîâèÿ vmax = maxfv, exp sing, èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.2. Çäåñü
ëèíèÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ " = 2, à ëèíèÿ 2  ñëó÷àþ " = 1.
Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ óñòàíîâëåí óäèâèòåëüíûé
ôàêò: ïðè " = 2 è âñåõ  2 [0,=2] èìååò ìåñòî îöåíêà exp sin > v,
ïðè÷åì âåëè÷èíà (exp sin   v)=v íå ïðåâîñõîäèò 0,1. Òåì ñàìûì
ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî çàâèñèìîñòü v = v() ñ âûñîêîé
òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ôóíêöèåé v = exp sin: Â ñëó÷àå æå
" = 1 ëèíèÿ vmax = v
() ëåæèò ñóùåñòâåííî íèæå ëèíèè 1, ïîýòîìó
äîïóñòèìàÿ îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ îñòàåòñÿ ïðåæíåé. Äëÿ âñåõ
îñòàëüíûõ " 2 (1, 2) ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíèè çàíèìàþò ïðîìåæóòî÷íîå
ïîëîæåíèå ìåæäó ëèíèÿìè 1 è 2.
4.1.4. Ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à. Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è ìèíèìè-
çàöèè ôóíêöèîíàëà I0(P ) íà ìíîæåñòâå K óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü åå
â ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè P0() = H()  P ().
Îãðàíè÷åíèÿ íà P0() ïðèìóò âèä P0() 2 eK0T eK1, ãäåeK1 = fP () 2 L2[0, 2] : P () > 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ  2 [0, 2]g,
eK0 =
(
P () 2 L2[0, 2] :
2Z
0
P () d = eB0, 2Z
0
P () cos d = eB1 ,
2Z
0





H() d = 2 ln vmax; eB1 = 2Z
0
H() cos d  B1 = 0;
eB2 = 2Z
0
H() sin d  B2 =  2 sin:
Äëÿ ìíîæåñòâà eK0T eK1 ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.1, â ÷àñò-
íîñòè, eK0T eK1 6= ? ïðè vmax > v è eK0T eK1 = ? ïðè vmax < v.




exp[P0()]#() d, #() =
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Èç ðåçóëüòàòîâ [99] ñëåäóåò òåîðåìà 4.6.
Òåîðåìà 4.6. Ôóíêöèîíàë G1(P ), îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì
(4.1.22), ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì, âûïóêëûì è ïîëóíåïðåðûâíûì ñíè-
çó.
ßñíî, ÷òî íà ñâîåé ýôôåêòèâíîé îáëàñòè
D(G1) = fP 2 L2[0, 2] : G1(P ) <1g
ôóíêöèîíàë G1(P ) ñòðîãî âûïóêëûé. Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îäíî-
çíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è




îñòàåòñÿ äîêàçàòü êîýðöèòèâíîñòü ôóíêöèîíàëà G1(P ).
Çàìåòèì, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ #() íåîòðèöàòåëüíà è èìååò íóëè




[#()] q d ïðè q < 1.
Ïóñòü P () 2 L2[0, 2] è [P ()]2r#() 2 L1[0, 2] äëÿ íåêîòîðîãî
r > 2. Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ïîëó÷èì
2Z
0


















, c1 = const:




exp[P0()]#() d > c2
2Z
0
[P ()]2r#() d, c2 = const > 0,
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c0, ÷òî
2Z
0
exp[P ()]#() d > c0 k P k2rL2 , r > 2: (4.1.24)
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Íåðàâåíñòâî (4.1.24) î÷åâèäíûì îáðàçîì âëå÷åò çà ñîáîé êîýð-
öèòèâíîñòü G1(P ): åñëè fPng 2 D(G1)
T eK1 è k Pn kL2! 1, òî
G1(Pn)! +1:
Óñòàíîâëåííûå ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà G1(P ) è ëåììà 2.2 ïîçâîëÿþò
äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 4.7. Ïðè vmax > v
 çàäà÷à (4.1.23) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå P , à ïðè vmax < v
 îíà íåðàçðåøèìà.
4.1.5. Êîíå÷íîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ è ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà.
Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è (4.1.23).
Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Vh îïðåäåëåíî, êàê è â ï. 2.2.2, eK1,h = eK1TVh, à
ìíîæåñòâî eK0,h îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
eK0,h = Ph 2 Vh : 2Z
0
Ph() d = eB0,h, 2Z
0
Ph() cos d = eB1,h,
2Z
0




Hh() d, eB1,h = 2Z
0
Hh() cos d  B1,
eB2,h = 2Z
0
Hh() sin d  B2:
Â äàííîì ñëó÷àåeK1,h = fP 2 Vh : Pi > 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,Ng,
à ìíîæåñòâî eK0,h ñíîâà èìååò âèä eK0,h = fP : BP = ebg ñ âåêòîðîìeb = ( eB0,h, eB1,h, eB2,h)T è ìàòðèöåé B, îïðåäåëåííîé âûøå.
Äëÿ ìíîæåñòâà eKh = eK0,hT eK1,h ñïðàâåäëèâ àíàëîã ëåììû 2.1, òàê
êàê ïî ïîñòðîåíèþ
Ph 2 eK0,h , Hh   Ph 2 K0,h, Ph 2 eK1,h , Hh   Ph 2 K1,h
ñ ìíîæåñòâàìè K0,h è K1,h, îïðåäåëåííûìè â çàäà÷å (2.2.4).










ãäå #h  Vh-àïïðîêñèìàöèÿ #, ïîñòðîåííàÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ôóíêöèè H. Ôóíêöèîíàë G1,h(p) âûïóêëûé,
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íåïðåðûâíûé è êîýðöèòèâíûé íà eKh. Âìåñòå ñ ëåììîé 2.2 ýòî äàåò
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 4.8. Ïðè vmax > v

h çàäà÷à (4.1.25) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, à ïðè vmax < v

h îíà íåðàçðåøèìà.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ h# expP , 1i âûïóêëà è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà ïî P , à âñå îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíû, èç [14] âûâåäåì ñëåäóþùèé
àíàëîã òåîðåìû 2.4.
Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü P  ðåøåíèå çàäà÷è (4.1.25). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò âåêòîð (,) 2 RN+  R3 òàêîé, ÷òî8<:
# expP    BT = 0,
BP   eb = 0,
P  0, hP ,i = 0:
(4.1.26)
Îáðàòíî, åñëè âåêòîð (P ,,) 2 RN  RN+  R3 óäîâëåòâîðÿåò ñî-
îòíîøåíèÿì (4.1.26), òî P  ðåøåíèå çàäà÷è (4.1.25).





ò. å. ñíîâà ñíèìåì ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà îãðàíè÷åíèÿ-íåðà-
âåíñòâà.
Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå vmax > v

h. Òîãäà
Ph 2 eK0,h ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1.25) â òîì è òîëü-
êî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h òàêàÿ, ÷òî
(Ph,h) 2 eK0,h  V +h åñòü ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè L1,h.
Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L1,h(Ph,h) âû-
ïóêëà è íåïðåðûâíà ïî Ph è àôôèííà ïî h. Êðîìå òîãî, âûïîëíå-
íî óñëîâèå Ñëåéòåðà. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî L1,h(P
n
h , 0) ! +1 ïðè
Pnh 2 eK0,h, k Pnh k! 1:




Qnh d = 0 (4.1.28)
è k Qnh k! 1: Â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Vh èìååì
2Z
0





+ d! +1: Îòìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ #h() > #0 > 0
ïðè âñåõ  2 [0, 2], îòêóäà ñëåäóåò
#h() exp(P0,h) > 0 > 0 äëÿ âñåõ  2 [0, 2]:
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Òåïåðü íåòðóäíî ïðîâåñòè ñëåäóþùèå îöåíêè:
L1,h(P
n
h , 0) = G1,h(P
n



















h , 0)! +1: Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Êàê è â ðàçä. 3.1 (ñì. çàìå÷àíèå 3.1) ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, ñíèìàÿ âñå îãðàíè÷åíèÿ. Äëÿ âåêòîðîâ
óçëîâûõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé èç Vh â äàííîì ñëó÷àå îíà èìååò âèä
L1(p,,) = h# e p, 1i   h,P i  
3X
i=1
i(BP   b)i: (4.1.29)
Â (4.1.29) ïîä # ïîíèìàåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà # =
= diag(#1, . . . ,#N), à ïîä expP = diag(expP1, . . . , expPN)  äèàãî-
íàëüíûé îïåðàòîð â RN .
4.1.6. Îáòåêàíèå ñ òî÷êîé ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà âíóòðè îáëàñòè
òå÷åíèÿ. Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà ðåøåíèè çàäà÷ B, A è A0 â ñëó÷àå,
êîãäà ïîòîê ÈÍÆ îáòåêàåò èñêîìûé êîíòóð ñ îáðàçîâàíèåì òî÷êè
ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ. Â ýòîé ñèòóàöèè èìååì
(ñì., íàïðèìåð, [67])




u( + i r)( + i =r)
2
,
U() = uh(, r), h(, r) =
(r2 + 2r sin + 1)
r
,
ãäå  =  i r  ïðîîáðàç òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà, r > 1  ïàðàìåòð.
Ñëåäîâàòåëüíî, îïÿòü èìååì îäèí îïòèìèçàöèîííûé ïàðàìåòð r.





Èç ðàâåíñòâà u = Lv1=I0(P ) è (4.1.30) òåïåðü íàõîäèì, ÷òî äëÿ
ìàêñèìèçàöèè   íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë
I1(P , r) =
rI0(P )
r2 + 1
ïðè r > 1 è îãðàíè÷åíèÿõ (4.1.3) è (4.1.4) íà óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ
P (). Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî I1(P , r) > 2r=(r2 + 1) ! 0 ïðè
r !1. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðõíÿÿ ãðàíü   íå îãðàíè÷åíà è äîñòèãàåòñÿ
ïðè óâåëè÷åíèè r â ñëó÷àå îáòåêàíèÿ ëþáîãî êîíòóðà. Ïîýòîìó çàäà-
÷à B â äàííîé ñèòóàöèè òåðÿåò ñìûñë.
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Ïåðåéäåì ê çàäà÷å A. Àíàëîãîì óñëîâèÿ (4.1.14) çäåñü ñëóæèò
íåðàâåíñòâî
fr()   T () + ln(r2 + 2r sin + 1)  2 ln r 6 ln vmax
r
,
 2 [0, 2]: (4.1.31)
Î÷åâèäíî, ÷òî fr() = ReFr( e
i ), ãäå













 k, jj > 1,
è ôóíêöèÿ Fr() 2 F(a) ïðè a = 2i =r. Â ñèëó ëåììû 4.1 èìå-
åì sup
2[0,2]
fr() > 1=r: Çíà÷èò, äëÿ âûïîëíåíèÿ (4.1.31) íåîáõîäèìî,
÷òîáû g(r)  1=r + ln r 6 ln vmax: Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âîçìîæíî






Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íåðàâåíñòâî (4.1.31) âûïîëíåíî äëÿ íåêîòî-







> g(r1) > g(r) = 0,
ãäå
fr1() = T1() + ln
r21 + 2r1 sin + 1
r21
,
è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíèå (4.1.31) íàðóøåíî. Çíà÷èò, r 6 r. Ãëî-
áàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà J(T ) èçâåñòåí  J(T) = 2. Ïîäñòà-
âèâ ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ T  0 â (4.1.31), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
rvmax > r2 + 2r + 1, êîòîðîå âîçìîæíî ëèøü ïðè vmax > 4 è îçíà÷àåò,
÷òî ïðè e < vmax < 4 îêðóæíîñòü íå áóäåò ýêñòðåìàëüþ. Èç çíàêîïå-
ðåìåííîñòè T () è (4.1.31) ñëåäóåò, ÷òî






Ñóçèâ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ôóíêöèé T () è çíà÷åíèé ïàðàìåòðà r â
ðåçóëüòàòå çàìåíû óñëîâèÿ (4.1.31) íà T () + 2 ln(r + 1) 6 ln(rvmax),
ïîëó÷èì ïðè vmax > 4 â êà÷åñòâå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
íåðàâåíñòâî (4.1.32) è, êàê ñëåäñòâèå, îöåíêó





êîòîðàÿ ïîçâîëèò çàïèñàòü îöåíêó ñíèçó äëÿ èñêîìîé âåëè÷èíû .
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Àíàëîã çàäà÷è A0 çàêëþ÷àåòñÿ â ôèêñàöèè âåëè÷èíû r. Èç ïðåäû-
äóùèõ ïîñòðîåíèé ñëåäóþò âûâîäû î ðàçðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è. Ñôîð-
ìóëèðóåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 4.11. Äëÿ ñõåìû îáòåêàíèÿ êîíòóðîâ êëàññà L ïîòî-
êîì ÈÍÆ ñ îáðàçîâàíèåì òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà â îáëàñòè
òå÷åíèÿ:
1) ðåøåíèå çàäà÷è A ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè vmax > e, ïðè-
÷åì  6 r + r 1 , à ïðè e < vmax < 4 ýêñòðåìàëü íå ÿâëÿåòñÿ
îêðóæíîñòüþ;
2) íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è A0 ñëóæàò íåðà-
âåíñòâà 1< r 6 r è vmax > e, ðåøåíèå åäèíñòâåííî è ïðè 1< r 6 r1,
v > 4 ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ, 
 = r + r 1; ïðè r1 < r 6 r ýêñòðå-
ìàëü îòëè÷íà îò îêðóæíîñòè è  6 r + r 1.
Çäåñü âåëè÷èíû r0 è r1 îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (4.1.32) è (4.1.33).
4.2. ×èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ
4.2.1. Èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû. Èñïîëüçîâàâ ïðèâåäåííûå âû-
øå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ïðåäëîæèòü ðàçëè÷íûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.1.23) è åå êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè, îñíîâàí-
íûå êàê íà ïðÿìûõ, òàê è íà äâîéñòâåííûõ ïîñòàíîâêàõ.






èñïîëüçóåì ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ (r = const > 0)








Ôóíêöèÿ L1,h èìååò òå æå ñåäëîâûå òî÷êè, ÷òî è L1,h, ïðè ýòîì
ôóíêöèÿ





êîýðöèòèâíà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Vh è åå ãðàäèåíò ðàâíîìåðíî ìîíî-
òîííûé:
(G0r(Ph)  J 0r(Qh),Ph  Qh) > minf#0, rgjjPh  Qhjj2 8Ph,Qh 2 Vh:
Â ñèëó ýòèõ ñâîéñòâ àëãîðèòì Óäçàâû8<:
0
h 2 V +h ; n+1h = PrV +h f
n
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ñõîäèòñÿ ïðè ñëåäóþùåì âûáîðå èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ: n 2









#i exp(Pi) + r(P
+
i )
2   ni Pi

(4.2.3)
íà àôôèííîì ìíîæåñòâå BP = eb. Çàäà÷ó (4.2.3) ìîæíî ðåøàòü ðàçëè÷-
íûìè èçâåñòíûìè ìåòîäàìè äèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè. Â òîì
÷èñëå, ìîæíî â î÷åðåäíîé ðàç èñïîëüçîâàòü ìåòîäû äâîéñòâåííîñòè,





Òåïåðü ïðèìåíèì ê çàäà÷å (4.1.25) èòåðàöèîííûé ìåòîä ðàñùåïëå-
íèÿ. Çàïèøåì ýòó çàäà÷ó â âèäå âêëþ÷åíèÿ
Tph  #h expPh + @IfKh(Ph) 3 0, (4.2.4)
è ïóñòü
SPh = #h expPh + @IfK1,h(Ph),
R = @IfK0,h :Êàê è â ðàçä. 3.2, óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî intD(S)
T
D(R) 6= ?,
ïîýòîìó T = R+ S.
Èòåðàöèîííûé ìåòîä òèïà ÄóãëàñàÐýêôîðäà äëÿ óðàâíåíèÿ (4.2.4)
èìååò âèä (3.2.10) è ñõîäèòñÿ.
Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà (3.2.10). ßñíî, ÷òî
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ yh = J
r
Rxh ñíîâà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè âèäà BP = eb, ðåøåíèå êîòîðîé
âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå (ñð. ñ (3.1.8)). ×òî êàñàåòñÿ óðàâíåíèÿ
yh = J
r
Sxh, òî îíî ýêâèâàëåíòíî âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó
yh > 0 : (yh + r e yh#h   xh, zh   yh) > 0 8zh > 0,
êîòîðîå ðàñùåïëÿåòñÿ íà N íåçàâèñèìûõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ îòíîñè-
òåëüíî óçëîâûõ ïàðàìåòðîâ yi ôóíêöèè yh:
yi > 0, yi + r e yi#i   xi > 0, yi(yi + r e yi#i   xi) = 0: (4.2.5)
Çàäà÷à (4.2.5) ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè r#i > xi, òî yi = 0;
èíà÷å yi > 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ yi + r e
yi#i =
= xi ñî ñòðîãî ìîíîòîííîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé yi + r e
yi , è
ìîæíî ïðèìåíèòü, íàïðèìåð, ìåòîä Íüþòîíà.
Â ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ çàäà÷à (4.1.25)
ðåøàëàñü ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ ñ ïîñòîÿííûì èòåðàöèîííûì ïà-
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ðàìåòðîì. Â êà÷åñòâå âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è âûáèðàëèñü
 = 0,2, äâà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà " = 1 è " = 2 è ðàç-
íûå çíà÷åíèÿ vmax. Êðèòåðèåì îñòàíîâêè èòåðàöèé áûëî óñëîâèå
n 1P
i=1
jP k+1i   P ki j2 6 10 6.Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå èòåðàöèîííîãî ïàðà-
ìåòðà ìåòîäà îïðåäåëÿëîñü ýêñïåðèìåíòàëüíî.
Ïðè " = 1 ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ áûëè ñðàâíåíû ñ òî÷íûìè ðåøåíèÿ-
ìè (ñì. íèæå) è âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàëè ñ íèìè.
















Ðèñ. 4.3. ×èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ ïðîôèëÿ ñ îñòðîé çàäíåé êðîìêîé, " = 2,
 = 0,2, vmax = 1,4; 1,5
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ " = 2 (â ýòîì ñëó÷àå òî÷íûå ðåøåíèÿ íå-
èçâåñòíû) ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ vmax = 4 ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè àâòîìà-
òè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè è ïðîôèëü
ïîëó÷àåòñÿ áëèçêèì ê êðóãó. Â ñëó÷àå vmax < 4 ãðàôèê ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñêîðîñòè èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëêó (ñíîâà äîñòèãàåòñÿ êðàåâîé
ýêñòðåìóì â ñèëó íàëîæåííîãî îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè).
Ïðè óìåíüøåíèè vmax ïîëêà îïóñêàåòñÿ åùå íèæå â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàäàííûì îãðàíè÷åíèåì íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè, à ïðîôèëè ñòàíîâÿòñÿ
òîíüøå. Äâà ïðîôèëÿ (êîíòóðû 1) ïðè  = 0,2, vmax = 1,5 è vmax = 1,4
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.3 (ëèíèè 2  ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîëî÷íûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè).
4.2.2. Óðàâíåíèÿ ÊóíàÒàêêåðà è àëãîðèòì SQP. Â ñòàíäàðò-
íûõ çàäà÷àõ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷å-
íèÿìè) min f(x)! min ïðè óñëîâèÿõ
h(x) = 0, g(x) 6 0,
ãäå f : Rn! R, h : Rn! Rme , g : Rn! Rm me  çàäàííûå (âîçìîæíî,
íåëèíåéíûå) ôóíêöèè (ñîñòàâëÿþùèå âåêòîð-ôóíêöèé h è g îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâåííî h1, h2, ..., hme è gme+1, gme+2, ..., gm), me  ÷èñëî
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îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâà, x  n-ìåðíûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ îïòè-
ìèçàöèè, îáû÷íûé ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ ñîñòîèò â çàìåíå
èñõîäíîé çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè çàäà÷åé áåç îãðàíè÷åíèé (áåçóñëîâ-
íîé îïòèìèçàöèè), íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé
(ñì., íàïðèìåð, [13, 59]). Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè òàê
íàçûâàåìûõ óðàâíåíèé ÊóíàÒàêêåðà, êîòîðûå â ïðåäïîëîæåíèè äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé f(x), h1(x), h2(x), ..., hme(x) è gme+1(x),












ãäå x  òî÷êà èç äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà (gi(x) 6 0 äëÿ âñåõ i =me+
+1, :::,m), i, i  ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà,  = (me+1, :::,m) > 0.
Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î õàðàêòåðå îãðà-
íè÷åíèé â ïðèâåäåííîé âûøå çàäà÷å ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçà-
öèè è ãëàäêîñòè ôóíêöèé f(x), h(x) è g(x) ðåøåíèå óðàâíåíèé
ÊóíàÒàêêåðà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò èñêîìûé îïòèìóì x = x.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàïèñàííûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì SQP
(Sequential Quadratic Programming [127]) òàê íàçûâàåìîãî ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
ðàçíîâèäíîñòü êâàçèíüþòîíîâñêîãî ìåòîäà. Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà
SQP çàêëþ÷àåòñÿ â òàêîì ïðèìåíåíèè êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèè Ëàãðàíæà (ó÷èòûâàþùåé îãðàíè÷åíèÿ)













rhTi (xk)d+ hi(xk) = 0, i = 1, 2, :::,me,
rgTi (xk)d+ gi(xk) 6 0, i =me + 1, :::,m,
ãäå Hk  èçâåñòíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàò-
ðèöà âòîðûõ ÷àñòíûõ è ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ (ãåññèàí), d  âåêòîð
íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà. Â ïîñëåäíåé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷à ìîæåò áûòü ðå-
øåíà ëþáûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
íàïðèìåð, ìåòîäîì ïðîåêöèè ãðàäèåíòà.
Ìíîãî ïðèìåðîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è A0 ìåòîäîì SQP äëÿ
ðàçíûõ  ïðèâåäåíî â [41]. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè
õîðîøåå ñîâïàäåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñ òî÷íûìè, îïèñàííûìè íèæå,
à òàêæå ïîäòâåðäèëè òåíäåíöèè èçìåíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ è àýðîäèíà-
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ìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îïòèìèçèðîâàííûõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ ôîðì,
óñòàíîâëåííûå äëÿ òî÷íûõ ðåøåíèé è óêàçàííûå â ñëåäóþùèõ ðàçäå-
ëàõ.
Íà ðèñ. 4.4 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
Cymax êîýôôèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû îò âåëè÷èíû vmax ïðè ðàçíûõ 
â äèàïàçîíå îò 1 äî 20, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé
çàäà÷è A0. Ïðàâûé êîíåö êàæäîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó ðåøå-
íèþ çàäà÷è A0 ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè , ò. å. êðóãó. Ïðè óìåíüøåíèè
çíà÷åíèÿ vmax âåëè÷èíû Cymax óìåíüøàþòñÿ, è äëÿ êàæäîãî  â
ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4.5 èìååòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå vmax ìàê-
ñèìàëüíîé ñêîðîñòè íà êîíòóðå. Ýòîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò ëåâûé
êîíåö êàæäîé êðèâîé íà ðèñ. 4.4. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óìåíüøåíèè vmax
â äîïóñòèìîì èíòåðâàëå åãî èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ Cymax óìåíüøàþòñÿ
è äëÿ êàæäîãî  èìååòñÿ íåêîòîðîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëü-
íîé ñêîðîñòè íà êîíòóðå. Ïðè ýòîì ïîñëåäíåå çíà÷åíèå îáÿçàòåëüíî
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Ðèñ. 4.4. Çàâèñèìîñòè Cymax îò vmax äëÿ ðàçíûõ  è ñðàâíåíèå ñ õàðàêòåðè-
ñòèêàìè ïðîôèëÿ Å-61
Äàëåå, ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ vmax ñîîòâåòñòâóþùèì òî÷íûì
ðåøåíèåì îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è áóäåò êðóã, è äëÿ êàæäîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ  èìååì Cy = 8 sin. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâ-
ëåííûå ãðàôèêè ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû âïðàâî ãîðèçîíòàëüíûìè ïðÿ-
ìûìè, êàæäîé òî÷êå êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ýêñòðåìàëüíîå ðåøåíèå
â âèäå êðóãà, ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè íà êîòîðîì çàäàåòñÿ â âèäå
v() = 2j sin + sinj è, ñëåäîâàòåëüíî, max v() = 2(1 + sin). Ñîâ-
ïàäåíèþ ýòîãî çíà÷åíèÿ ñ çàäàííîé âåëè÷èíîé vmax ñîîòâåòñòâóþò
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êðàéíèå ïðàâûå òî÷êè íà ãðàôèêàõ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 4.4. Ïðè
vmax > 2(1+ sin) îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè íà
êîíòóðå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè, à çàäàííàÿ âåëè÷èíà vmax
íå áóäåò äîñòèãàòüñÿ.
Ïðèâåäåì òåïåðü ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ îïòèìàëüíûõ
ïðîôèëåé ñ íåêîòîðûìè èçâåñòíûìè ïðîôèëÿìè.
Òàê, íà ðèñ. 4.4 êâàäðàòàìè îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà
Cy, ðàññ÷èòàííûå äëÿ ïðîôèëÿ Ýïïëåðà Å-61 (ñì., íàïðèìåð, [110];
ýòîò ïðîôèëü èìååò òîëùèíó 6% è òàêæå èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.4) ïðè
íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ vmax è äëÿ òåõ , äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå
ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ Cymax ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ vmax îòìå÷åíû
êðóæêàìè íà ãðàôèêàõ. Ïàðû êðóæêîâ è êâàäðàòîâ, ðàñïîëîæåííûå
ïðàâåå ãðàôèêîâ, ñîîòâåòñòâóþò ñðàâíåíèþ ïðîôèëÿ Å-61 ñ êðóãîì.
Êàê âèäèì, õàðàêòåðèñòèêè ïðîôèëÿ E-61 äîñòàòî÷íî áëèçêè ê îïòè-
ìàëüíûì.
Ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íîãî ñðàâíåíèÿ, íî äëÿ ðàçíûõ øåñòèïðîöåíò-
íûõ ïðîôèëåé ñåðèè NACA (0006, 2406, 4406, 6406, 8406), ïðåäñòàâ-
ëåíû â [41]. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ïðîôèëåé ýòîé ñåðèè
òàêæå áëèçêè ê îïòèìàëüíûì.
Ðåàëüíûå ïðîôèëè èìåþò îáû÷íî çàîñòðåííóþ çàäíþþ êðîìêó.
Íà ðèñ. 4.5 è ðèñ. 4.6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîé îïòèìè-
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Ðèñ. 4.5. ×èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ ïðîôèëÿ ñ çàîñòðåííîé çàäíåé êðîìêîé, " =
= 2, N = 9, vmax = 1,8,  = 8
; 10; 15; 20
êðîìêîé (" = 2) äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî Cy ïðè vmax = 1,8 è
vmax = 1,4 ñîîòâåòñòâåííî â N-ïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ôóíêöèé
PN() =
PN+1
k=2 (ak cosk + bk sink) ïðè âàðüèðîâàíèè êîýôôèöèåí-
òîâ ak, bk ñ ó÷åòîì íàëîæåííûõ îãðàíè÷åíèé. Îòìåòèì, ÷òî òî÷íîå
ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ " = 2 íåèçâåñòíî. Ïåðåäíèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè
îòìå÷åíû êðóæêàìè, çàäíèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ñîâïàäàþò ñ îñòðûìè
êðîìêàìè. Õàðàêòåðèñòèêè ïîñòðîåííûõ ïðîôèëåé è ðàñ÷åòíûå óãëû
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àòàêè , ïðèâåäåííûå â òàáë. 4.1, äîñòàòî÷íî áëèçêè ê çíà÷åíèÿì,
ïîëó÷åííûì ïðè îïòèìèçàöèè ïðîôèëåé ñ çàòóïëåííîé çàäíåé êðîìêîé
















Ðèñ. 4.6. ×èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ ïðîôèëÿ ñ çàîñòðåííîé çàäíåé êðîìêîé, " =
= 2, N = 18, vmax = 1,4,  = 8
; 10; 14
Òà á ë èö à 4.1
Õàðàêòåðèñòèêè ÷èñëåííûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ " = 2 ïðè
vmax = 1,8; 1,4 è ðàçíûõ 
vmax = 1,8 tmax Cy 
 
 = 8 0,6752 1,0874 0,2719 6,00
 = 10 0,6231 1,3507 0,3377 6,36
 = 15 0,4501 1,9728 0,4932 6,05
 = 20 0,2817 2,4882 0,6221 3,22
vmax = 1,4 tmax Cy 
 
 = 8 0,2120 0,9854 0,2463 0,662
 = 10 0,1419 1,189 0,2973 0,200
 = 14 0,0413 1,5476 0,3869 0,00
Õîðäîâûå äèàãðàììû ñêîðîñòè (ëèíèè 1) íà âåðõíèõ ïîâåðõíî-
ñòÿõ ïîëó÷åííûõ ïðîôèëåé èìåþò ¾ïîëî÷íûé¿ õàðàêòåð, íî áîëüøèå
ãðàäèåíòû ñêîðîñòè â îêðåñòíîñòè çàäíèõ êðîìîê ñâèäåòåëüñòâóþò î
íàëè÷èè îòðûâíûõ çîí. Ïðèâåäåííûå è äðóãèå ïðèìåðû ÷èñëåííîé
îïòèìèçàöèè ïðîôèëåé ñ çàîñòðåííîé çàäíåé êðîìêîé ïîêàçàëè, ÷òî
ðàññ÷èòàííûå ãðàäèåíòû ñêîðîñòè â çàäíåé êðîìêå âåñüìà çíà÷èòåëüíû
è ñâèäåòåëüñòâóþò î íàëè÷èè îòðûâà ïîòîêà. Ïîýòîìó ïðè îïòèìèçà-
öèè íóæíî äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàòü êðèòåðèé áåçîòðûâíîñòè. Îäèí
èç êðèòåðèåâ ïîëó÷åí â ðàìêàõ ìîäåëè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è èìååò âèä
(1.3.3).
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Íà ðèñ. 4.7 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû îïòèìàëüíûõ áåçîòðûâíûõ
êðûëîâûõ ïðîôèëåé, ðàññ÷èòàííûõ äëÿ ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíîãî
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Ðèñ. 4.7. Áåçîòðûâíûå îïòèìàëüíûå ïðîôèëè äëÿ vmax = 1,8 ïðè  = 8
; 10;
15; 20
â òàáë. 4.2. Âèäíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ  = 20 êîíòóð îïòèìàëüíîãî
ïðîôèëÿ èìååò â çàäíåé êðîìêå ñàìîïåðåñå÷åíèå. Âû÷èñëèòåëüíûå
ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè îñëàáëåíèè îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì
ñêîðîñòè (ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ vmax) óäàåòñÿ èçáåæàòü íåîäíî-
ëèñòíîñòè îáëàñòè òå÷åíèÿ äëÿ îïòèìàëüíûõ ïðîôèëåé.
Òà á ë èö à 4.2
Õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíûõ áåçîòðûâíûõ ïðîôèëåé, ïîñòðîåííûõ
÷èñëåííî ïðè vmax = 1,8 è ðàçíûõ 
 tmax  Cy 

8 0,3225 3,3392 0,9833 0,2458
10 0,2961 2,8319 1,2172 0,3043
15 0,2562 2,3077 1,7870 0,4467
20 0,1303 1,0411 2,2166 0,5541
Íà ðèñ. 4.8 èçîáðàæåíû ïðîôèëü NACA-4406 (ñïëîøíîé êîíòóð) è
îïòèìèçèðîâàííûé áåçîòðûâíûé ïðîôèëü ñ áåñêîíå÷íî òîíêîé çàäíåé
êðîìêîé (øòðèõîâîé êîíòóð), ïîñòðîåííûé ïðè  = 8 è vmax = 1,76, à
òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå õîðäîâûå äèàãðàììû ñêîðîñòè. Ïðîôèëè èìå-
þò áëèçêèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû (ñîîòâåòñòâåííî
Cy = 0,9 è Cy = 1,0), íî ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ ïî ôîðìå. Ðàç-
ëè÷íû è ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè, õîòÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ, êàê ïîêàçàëè
ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì Fluent, èìååò
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ìåñòî áåçîòðûâíîå îáòåêàíèå. Êàê âèäèì, ó÷åò ïðè îïòèìèçàöèè äî-
ïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ îáåñïå÷åíèåì áåçîòðûâíîñòè
îáòåêàíèÿ, ïðèâåë ê íåêîòîðîìó óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåí-










Ðèñ. 4.8. Ñðàâíåíèå îïòèìàëüíîãî ïðîôèëÿ, ïîëó÷åííîãî ÷èñëåííûì ìåòîäîì,
ñ ïðîôèëåì NACA-4406 ïðè  = 8 è vmax = 1,76
Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè ñâèäåòåëüñòâóþò
î òîì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå
ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ (ïðîôèëè êàê ñ ãëàäêîé, òàê è ñ çàîñòðåííîé
çàäíåé êðîìêîé), äîñòàâëÿþùèå ìèíèìèçèðóåìîìó ôóíêöèîíàëó çíà-
÷åíèå âåñüìà áëèçêîå ê ýêñòðåìàëüíîìó, íî ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþùè-
åñÿ ïî ãåîìåòðèè îïòèìàëüíûõ êîíòóðîâ. Âñå ýòî äåëàåò àêòóàëüíûì
ïîñòðîåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ îñíîâíîé âàðèàöèîííîé ÎÊÇÀ.
4.3. Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è A0
4.3.1. Âèä ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè. Âèä ýêñòðåìàëüíîé ôóíê-






F (P , ) d  I0(P ) + 0[A0(P ) B0]+
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ïðè÷åì ïàðàìåòðû 0, 1 è 2 äîëæíû áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (4.1.3), à ()  íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ (ìíî-
æèòåëü ÊóíàÒàêêåðà), ñâÿçàííàÿ ñ îáåñïå÷åíèåì óñëîâèÿ (4.1.4). Âèä
ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè P () â ñèëó íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìó-
ìà îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ @F=@P = 0, ïðèíèìàþùåãî â äàííîì
ñëó÷àå âèä
  e P()
2 sin  + 
2
" 1 + g(0,1,2,;) = 0,
g(0,1,2,;)  0 + 1 cos + 2 sin + (),
ïðè÷åì ïàðàìåòðû 0, 1, 2 è ôóíêöèÿ () òàêîâû, ÷òî
g(0,1,2,;) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
P () = ("  1) ln
2 sin  + 
2
  lng(0,1,2,;): (4.3.1)
Íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ () > 0 â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì
ÊóíàÒàêêåðà íàõîäèòñÿ èç òàê íàçûâàåìîãî óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé
íåæåñòêîñòè
() [P () H()] = 0: (4.3.2)





Ôóíêöèþ (), ñîîòâåòñòâóþùóþ èñêîìîìó òî÷íîìó ðåøåíèþ, ïîëî-
æèì ðàâíîé íóëþ, åñëè âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (4.3.2)
ìåíüøå íóëÿ, ò. å. îãðàíè÷åíèå òèïà íåðàâåíñòâà â ðàññìàòðèâàåìîé
âàðèàöèîííîé çàäà÷å âûïîëíÿåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàôèêñèðóåì




0, v 1maxM(,)  0   1 cos   2 sin
	
: (4.3.3)
Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ýòîãî âûðàæåíèÿ è (4.3.1) â (1.4.19)
ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò
âûáîðà ïàðàìåòðîâ 0, 1, 2.
Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè




 M(,)!() + 1 cos
 , !() = 0 + 2 sin: (4.3.4)
Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
I = I0(P
) = 20 +
2Z
0
() d > 0: (4.3.5)
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;) sin d = 0: (4.3.8)
Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà I, ôóíêöèè (), v() è ðàâåíñòâà
(4.3.6)(4.3.8) íå ñîäåðæàò âåëè÷èíó ", îïðåäåëÿþùóþ óãîë ïðîôèëÿ â
çàäíåé êðîìêå. Çíà÷èò, ïîëó÷åííàÿ ýêñòðåìàëü îäíà è òà æå äëÿ ïðî-
ôèëåé ñ çàîñòðåííîé êðîìêîé (" > 1) è ñ çàòóïëåííîé êðîìêîé (" = 1).
Îäíàêî, êàê âèäíî èç (4.3.1), â ïåðâîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ P () èìååò
ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü ïðè  =  . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííîå
ðåøåíèå íå ïîïàäàåò â çàäàííûé êëàññ è äàåò ëèøü âåðõíþþ îöåíêó
ìàêñèìóìà êîýôôèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû. Â ñëó÷àå æå çàòóïëåííîé
êðîìêè (" = 1) ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîôèëü, äëÿ êîòîðîãî ýòîò ìàêñèìóì
äîñòèãàåòñÿ.
Çàïèøåì òåïåðü âèä ôóíêöèè z() = zP(), êîíôîðìíî îòîá-
ðàæàþùåé âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà íà îáëàñòü òå÷åíèÿ âîêðóã
ïðîôèëÿ îïòèìàëüíîé ôîðìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G() = (S lng)() àíà-
ëèòè÷åñêóþ â îáëàñòè E  ôóíêöèþ, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîé íà
îêðóæíîñòè ReG( e i ) = lng(0,1,2,
;), à ImG(1) = 0. Ïðè
çàäàííûõ êîýôôèöèåíòàõ 0, 1, 2 è ôóíêöèè 
() ôóíêöèÿ G()
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Øâàðöà ñì. (1.4.6). Òåïåðü â





Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ()  0 (ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèÿ (4.1.4)) èç
(4.3.9) ñëåäóåò ïîëó÷åííîå ðàíåå ïðåäñòàâëåíèå z() = ( + i )= (ñì.
òàêæå çàêëþ÷èòåëüíóþ ÷àñòü ï. 4.3.2).
Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïàðàìåòð " â ôîðìóëå (4.3.9) îòñóòñòâóåò
è îáðàçîì îáëàñòè E  ïðè îòîáðàæåíèÿõ (4.3.9) äëÿ ðàçíûõ  è
vmax áóäóò îáëàñòè ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. Â ñëó÷àå " = 1 ýòî îáëàñòè
òå÷åíèÿ âîêðóã ïðîôèëåé îïòèìàëüíîé ôîðìû (ñì. íèæå, íàïðèìåð,
ðèñ. 4.9 è ðèñ. 4.10, íà êîòîðûõ ïîêàçàíû õîðäîâûå äèàãðàììû ñêîðî-
ñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìàëüíûõ ïðîôèëåé, à êðóæêàìè îáîçíà÷åíû
ñîâïàäàþùèå òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ è ñõîäà ïîòîêà).
Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå îïèñàííîãî âûøå òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðîâå-
äåíî â [41]. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáûõ  è vmax îáëàñòè
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òå÷åíèÿ âîêðóã ïðîôèëåé îïòèìàëüíîé ôîðìû áóäóò ñèììåòðè÷íûìè
îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè, íî íå âñåãäà îäíîëèñòíûìè. Êðîìå òîãî, óñòà-
íîâëåíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè v() ñì. (4.3.4) ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàåò íà èíòåðâàëå  2 [ =2,=2] (è â ñèëó ñèììåòðèè ìîíîòîííî
óáûâàåò íà èíòåðâàëå  2 [=2, 3=2]).
4.3.2. Ïðèìåðû òî÷íûõ ðåøåíèé. Íà ðèñ. 4.9 è ðèñ. 4.10 ïðèâå-
äåíû ôîðìû îïòèìàëüíûõ ïðîôèëåé (ëèíèè 2) è õîðäîâûå äèàãðàììû


















0,5 0-0,5 0,5 0-0,5 0,5 0-0,5 0,5
x
Ðèñ. 4.9. Òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è A0 äëÿ " = 1 ïðè  = 90 è




















0-1 1 0-1 1 0-1 1
Ðèñ. 4.10. Òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è A0 äëÿ " = 1 ïðè  = 90 è
vmax = 3,2; 3,1; 3,0; 2,9
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è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ vmax. Êðóæêàìè íà êîíòóðàõ îáîçíà÷åíû ñîâïà-
äàþùèå òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ è ñõîäà ïîòîêà. Âèäíî, ÷òî òî÷íûå ðå-
øåíèÿ èìåþò ëèøü âåðòèêàëüíóþ îñü ñèììåòðèè. Èõ õàðàêòåðèñòèêè
ïðèâåäåíû â òàáë. 4.3.
Òà á ë èö à 4.3
Õàðàêòåðèñòèêè òî÷íûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ " = 1 ïðè  = =2 è
ðàçíûõ vmax
vmax tmax Cy 

4 1,0000 8,0000 2,0000
3,8 1,0000 7,9987 1,9997
3,6 1,0 7,9889 1,9972
3,4 1,0000 7,9528 1,9882
3,2 0,9466 7,8356 1,9589
3,1 0,8433 7,6923 1,9231
3,0 0,6317 7,3921 1,8482
2,9 0,2176 6,6228 1,6557
Íà ðèñ. 4.11 è ðèñ. 4.12 ïðèâåäåíû òî÷íûå ôîðìû îïòèìàëüíûõ
ïðîôèëåé (ëèíèè 2) è ñîîòâåòñòâóþùèå õîðäîâûå äèàãðàììû ñêîðîñòè
(ëèíèè 1) ïðè ðàçíûõ  è ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ vmax = 1,8 è
vmax = 1,4. Êðóæêàìè íà êîíòóðàõ îáîçíà÷åíû êðèòè÷åñêèå òî÷êè.
















Ðèñ. 4.11. Òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è A0 äëÿ " = 1 ïðè vmax = 1,8 è
 = 8; 10; 15; 20
Êàê îòìå÷åíî â òåîðåìå 4.5, ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè  = 
âåëè÷èíà vmax äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷è A0: vmax > vmax  exp sin. Èíòåðåñíî áûëî âûÿâèòü
íåêîòîðûå òåíäåíöèè èçìåíåíèÿ ôîðìû îïòèìàëüíûõ ïðîôèëåé ïðè
óâåëè÷åíèè vmax, íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿ v

max (îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà
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ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ïî âåðòèêàëè â îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è íà ðèñ. 4.2). Ðèñ. 4.13 è ðèñ. 4.14 ðåàëèçóþò ýòó
èäåþ ïðè  = 8 è  = 15 (ñì. òàêæå òàáë. 4.5). Âèäíî, ÷òî ïðè
óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ vmax ïðîôèëè ñòàíîâÿòñÿ òîëùå, çíà÷åíèå êîýô-
ôèöèåíòà Cy óâåëè÷èâàåòñÿ, ôîðìû ïðèáëèæàþòñÿ ê êðóãîâîé, äîñòè-
ãàÿ åå äëÿ çíà÷åíèé vmax = v

max (â äàííûõ ïðèìåðàõ ýòî v

max = 2,28
è vmax = 2,5176 ñîîòâåòñòâåííî). Íàîáîðîò, ïðè óìåíüøåíèè vmax
















Ðèñ. 4.12. Òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è A0 äëÿ " = 1 ïðè vmax = 1,4 è
 = 8; 10; 14;
Ò à á ë èö à 4.4
Õàðàêòåðèñòèêè òî÷íûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ " = 1 ïðè
vmax = 1,8, vmax = 1,4 è ðàçíûõ 
vmax = 1,8 tmax Cy 

 = 8 0,7279 1,1043 0,2761
 = 10 0,6633 1,3715 0,3429
 = 15 0,4884 2,0029 0,5007
 = 20 0,3020 2,5350 0,6337
 = 27 0,0119 2,8589 0,7147
vmax = 1,4 tmax Cy 

 = 5 0,3373 0,6529 0,1632
 = 8 0,2217 1,0025 0,2506
 = 10 0,1456 1,2062 0,3016
 = 12 0,0696 1,3776 0,3444
 = 13 0,0317 1,4486 0,3629
 = 14 0,0200 1,5086 0,3772
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íîâÿòñÿ íåîäíîëèñòíûìè. Îòìåòèì, ÷òî êðàéíèå ñëåâà ïðîôèëè ïðàê-
òè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëüíîé ñèòóàöèè (ïðè äàëüíåéøåì óìåíü-



















Ðèñ. 4.13. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó ðåøåíèþ, ïðè



















Ðèñ. 4.14. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó ðåøåíèþ, ïðè
" = 1,  = 15 è vmax = 1,5; 1,7; 2,0; 2,5176
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ïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè åùå äàëåêè îò ìèíè-
ìàëüíî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé vmax (â äàííîì ñëó÷àå ýòî v

max = 1,15 è
vmax = 1,3 ñîîòâåòñòâåííî).
Òà á ë èö à 4.5
Õàðàêòåðèñòèêè òî÷íûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ " = 1 ïðè  = 8,
 = 15 è ðàçíûõ vmax
 = 8 tmax Cy 

vmax = 1,30 0,0903 0,9358 0,2340
vmax = 1,50 0,3565 1,0478 0,2620
vmax = 1,80 0,7280 1,1036 0,2759
vmax = 2,28 1,0000 1,1134 0,2783
 = 15 tmax Cy 

vmax = 1,5 0,0864 1,7327 0,4332
vmax = 1,7 0,3570 1,9481 0,4870
vmax = 2,00 0,7205 2,0513 0,5128
vmax = 2,5176 1,0000 2,0706 0,5176
Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ, åñëè çàôèêñèðîâàòü çíà÷åíèå





âàòü  âïëîòü äî ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ max. Îïèñàííàÿ
ïðîöåäóðà ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ïî ãîðèçîíòàëè â îáëàñòè äîïó-
ñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è íà ðèñ. 4.2. Ðèñ. 4.15 è ðèñ. 4.16
èëëþñòðèðóþò ïðîöåäóðó ïðè vmax = 1,4 è vmax = 1,8 ñîîòâåòñòâåííî
(ñì. òàêæå òàáë. 4.4). Âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ  ïðî-
ôèëè ñòàíîâÿòñÿ âñå òîíüøå (ëèíèè 2), çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Cy

















Ðèñ. 4.15. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó ðåøåíèþ, ïðè
" = 1, vmax = 1,4 è  = 5
; 10; 12; 13


















Ðèñ. 4.16. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó ðåøåíèþ, ïðè " =
= 1, vmax = 1,8 è  = 10




















Ðèñ. 4.17. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó íåîäíîëèñòíîìó
ðåøåíèþ, ïðè vmax = 1,8 è  = 28





















Ðèñ. 4.18. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó íåîäíîëèñòíîìó
ðåøåíèþ, ïðè vmax = 1,4 è  = 14
 è ñòðîåíèå êîíòóðà â îêðåñòíîñòè çàäíåé
êðîìêè
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ñ îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ , ñóùåñòâåííî ìåíüøåãî max, ïîëó÷àåì




Íà ðèñ. 4.17 è ðèñ. 4.18 ïðåäñòàâëåíû ôîðìû îïòèìèçèðîâàííûõ
ïðîôèëåé (ëèíèè 2) ïðè " = 1 äëÿ vmax = 1,8,  = 28
 è äëÿ vmax = 1,4,
 = 14, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîäíîëèñòíûì îáëàñòÿì òå÷åíèÿ, à òàêæå â
óâåëè÷åííîì âèäå ñòðîåíèå êîíòóðîâ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñõîäà ïîòîêà
(â ñèëó ñèììåòðèè òî÷íî òàê æå óñòðîåíû îïòèìèçèðîâàííûå ïðîôèëè
â îêðåñòíîñòè ïåðåäíåé êðèòè÷åñêîé òî÷êè). Îòìåòèì, ÷òî õîðäîâûå
äèàãðàììû ñêîðîñòè (ëèíèè 1) äëÿ ýòèõ ïðîôèëåé ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò
äâóõ ïîëîê.
4.4. ×èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ ôîðìû êðûëà
ýêðàíîïëàíà
Îïèñàííûé âûøå ïîäõîä ê àýðîäèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ôîðìû
êðûëîâûõ ïðîôèëåé íà îñíîâå ðåøåíèÿ îñíîâíîé âàðèàöèîííîé ÎÊÇÀ
ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è â ñëó÷àå óñëîæíåííîé òîïîëîãèè òå÷åíèÿ.
Îäíîé èç òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ.
Â ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z = x+ i y (ðèñ. 4.19) ãëàäêèé (çà èñêëþ-
÷åíèåì, âîçìîæíî, çàäíåé êðîìêè B ñ âíåøíèì óãëîì ", 1 6 " 6 2,
ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé ñõîäà ïîòîêà) íåïðîíèöàåìûé êîíòóð Lz ïëàâíî
îáòåêàåòñÿ âáëèçè ïðÿìîëèíåéíîãî íåïðîíèöàåìîãî ýêðàíà lz ïîòîêîì
ÈÍÆ ñî ñêîðîñòüþ v1 = 1 íà áåñêîíå÷íîñòè, h  êëèðåíñ (ðàññòîÿíèå
îò çàäíåé êðîìêè B ïðîôèëÿ äî ýêðàíà). Èçâåñòíû ïåðèìåòð L = 2
êîíòóðà Lz è âåëè÷èíû h è ". Òðåáóåòñÿ íàéòè ôîðìó Lz, ìàêñèìèçè-
ðóþùóþ êîýôôèöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû ïðîôèëÿ, îãðàíè÷åííîãî ýòèì
























Ðèñ. 4.19. Ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è B
4.4.1. Îïòèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë. Äâóñâÿçíîñòü îáëàñòè òå-
÷åíèÿ çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ êëàññà èñêîìûõ êîíòóðîâ è òðåõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
(äâóõ èíòåãðàëüíûõ ðàâåíñòâ  óñëîâèé çàìêíóòîñòè Lz è îäíîãî
èíòåãðàëüíîãî ðàâåíñòâà  óñëîâèÿ çàäàíèÿ âåëè÷èíû v1). Ïðè ïî-
ñòðîåíèè ýòîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèìåíåí ìåòîä [39].
5 À. Ì. Åëèçàðîâ
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Â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè G âî âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêî-
ñòè  âîçüìåì âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ñ âûðåçîì â âèäå åäèíè÷íîãî
êðóãà ñ öåíòðîì â òî÷êå di (ðèñ. 4.19), d > 0  ïàðàìåòð, îïðåäåëÿ-
åìûé â õîäå ðåøåíèÿ, A = d i   e i  è B = d i + e i   ïðîîáðàçû
òî÷åê ðàçâåòâëåíèÿ è ñõîäà ïîòîêà,   àíàëîã òåîðåòè÷åñêîãî óãëà
àòàêè. Êàê è â ñëó÷àå îñíîâíîé âàðèàöèîííîé ÎÊÇÀ, âîçìîæíû ðàç-
ëè÷íûå âàðèàíòû ïîñòàíîâêè çàäà÷è, êîãäà âåëè÷èíà  ôèêñèðóåòñÿ
çàðàíåå (÷òî ñëóæèò äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì ïðè îïòèìèçàöèè)
èëè ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì îïòèìèçàöèè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç w(z) = '+ i êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë îáòåêàíèÿ
èñêîìîãî ïðîôèëÿ â ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü  = 0 íà ýêðàíå lz,
òîãäà íà êîíòóðå ïðîôèëÿ  = const, à îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ w áóäåò
âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì âäîëü ëèíèè, ïàðàëëåëüíîé îñè '
(ñì. ðèñ. 4.19).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäíîé êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ
â îáëàñòè G èñïîëüçóåì ìåòîä îñîáûõ òî÷åê ×àïëûãèíà. Ñíà÷àëà
ðàññìîòðèì îáòåêàíèå êðóãà â áåçãðàíè÷íîì ïîòîêå. Íà îêðóæíîñòè
ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ 11 = di   e i, 12 = di + e i
ðàçâåòâëåíèÿ è ñõîäà ïîòîêà, à â åå öåíòð 1d = di ïîìåñòèì äèïîëü.
Òîãäà ó èñêîìîé ïðîèçâîäíîé w0() â òî÷êå 1d áóäåò ïîëþñ âòîðîãî
ïîðÿäêà. Òåïåðü êîìïëåêñíóþ ñêîðîñòü îáòåêàíèÿ îêðóæíîñòè â áåç-
ãðàíè÷íîì ïîòîêå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
w0() = u






Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë, âûðàæåííûé ýòîé ôîðìóëîé, îïèñûâàåò òå÷å-
íèå, â êîòîðîì îêðóæíîñòü j   d i j = 1 ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà, îäíàêî
óñëîâèå íåïðîíèöàåìîñòè ãîðèçîíòàëüíîãî ýêðàíà íå âûïîëíÿåòñÿ: ÷å-
ðåç lz áóäåò ïðîõîäèòü ïîòîê ñ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè,
ðàâíîé   Imw0(). Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáèòüñÿ íåïðîíèöàåìîñòè ýêðàíà,
ïîñòðîèì åùå îäíó îêðóæíîñòü, çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íóþ èñõîäíîé
îòíîñèòåëüíî ýêðàíà, è ðàññìîòðèì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë íîâîãî




ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå 1d:
w0() = u
(   11 )(   
1
2 )(   
1








Òåïåðü íà ýêðàíå Imw0() = 0, îäíàêî, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, óñëî-
âèå íåïðîíèöàåìîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ íà îêðóæíîñòè j   di j = 1.
Ýòîãî ìîæíî èçáåæàòü ïóòåì èíâåðñèè óêàçàííûõ îñîáûõ òî÷åê îò-
íîñèòåëüíî âåðõíåé îêðóæíîñòè. Ïðè ýòîì íèæíÿÿ ïåðåéäåò â îêðóæ-
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ïðè n = 1. Îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî ïîâòîðèòü è äëÿ îñòàëüíûõ
òî÷åê. Â èòîãå ïîëó÷èì âûðàæåíèå èñêîìîé ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ êðóãà
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n
1 )














à âåëè÷èíû n1 , 
n
2
, nd íàõîäÿòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå (4.4.1). Ïðè
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì M ÷ëåíîâ
ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ
çíà÷åíèå M íå ïðåâîñõîäèëî 10, ÷òî îêàçàëîñü äîñòàòî÷íûì äëÿ îáåñ-
ïå÷åíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòè çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè
ïî îêðóæíîñòè, ðàñïîëîæåííîé íàä ýêðàíîì, è óäîâëåòâîðåíèÿ òðåõ








Îíà íå èìååò îñîáåííîñòåé â îáëàñòè G è äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
óñëîâèþ ñèììåòðèè () = (), êîòîðîå ãàðàíòèðóåò ïðÿìîëèíåéíîñòü





ak + i bk
(   di )k 1
+
ak   i bk
( + di )k 1

, (4.4.2)
ãäå ak, bk, k > 1, ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè è äîëæíû
îáåñïå÷èâàòü ìàêñèìóì êîýôôèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû, à òàêæå âû-
ïîëíåíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè è îãðàíè÷åíèé, èñïîëüçóåìûõ ïðè
îïòèìèçàöèè. Ïðè ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ
êîíå÷íûì ÷èñëîì N ÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà (â ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ýêñïåðèìåíòàõ çíà÷åíèå N íå ïðåâîñõîäèëî 20). Ïî íàéäåííîé
ôóíêöèè () ìîæíî îïðåäåëèòü èñêîìóþ ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå
z() = u
Z
di + e i 
e ()U" 1
2
() d + ih:
Êîîðäèíàòû èñêîìîãî êîíòóðà è êëèðåíñ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
x() + i y() = z(d i + e i ), h = y( ). Êàê è â ðàçä. 1.4, ïàðàìåòð u
â ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ îïðåäåëÿåò ìàñøòàá äëèí â ôèçè÷åñêîé ïëîñ-
êîñòè, ò. å. u = 2=I0(P ), ïðè÷åì â äàííîì ñëó÷àå ìèíèìèçèðóåìûé
5*






U2( e i  ,)" 1 d , P () = Re( e i  ):
Òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè íà êîíòóðå çàäàí-
íîé âåëè÷èíîé vmax òàêæå ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ôóíêöèþ P ()
è ïàðàìåòð  â âèäå (1.4.19), ãäå
H0(,) = ln vmax + ("  2) ln
U2( e i  ,)  ln U1( e i  ,) :
4.4.2. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ è ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è âçÿòû ìåòîä îï-
òèìèçàöèè, îñíîâàííûé íà óðàâíåíèÿõ ÊóíàÒàêêåðà, è àëãîðèòì SQP,
îïèñàííûé âûøå. Áûëà ðàçðàáîòàíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà, ñîñòîÿ-
ùàÿ èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ.
 Íà ïåðâîì øàãå çàäàþòñÿ âåëè÷èíû ", , v1 = 1, h è ÷èñëî N
ïàðàìåòðîâ ak è bk èç (4.4.2), à òàêæå ôèêñèðóåòñÿ íà÷àëüíûé îòðåçîê
[a, b] äëÿ ïîèñêà ïàðàìåòðà d.
 Îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå d0 = (b  a)=2 è ìàêñèìèçèðóåòñÿ êîýô-
ôèöèåíò Cy ïðè óñëîâèÿõ çàìêíóòîñòè êîíòóðà, ôèêñàöèè v1 è îãðà-
íè÷åíèè íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè; â ðåçóëüòàòå îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ak è bk, k = 1, . . . ,N .
 Ïî íàéäåííûì ak, bk îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà h. Åñëè îíà íå
ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì çàäàííûì çíà÷åíèåì, òî ñòàíäàðòíûì ìåòî-
äîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ èçìåíÿåòñÿ âåëè÷èíà d0 è îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïåðåõîä êî âòîðîìó ýòàïó. Åñëè ïðîèñõîäèò ñîâïàäåíèå çàäàííîé è
íàéäåííîé âåëè÷èí h, òî îïòèìàëüíûé êîíòóð îïðåäåëåí è âñå åãî
õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíû.
Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ýòîãî àëãîðèòìà
çàêëþ÷àëàñü â ïîäáîðå íà÷àëüíîãî îòðåçêà [a, b] äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà d. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè,
÷òî ÷åì óäà÷íåå âûáðàí îòðåçîê [a, b], òåì ìåíüøå âðåìÿ ðàñ÷åòà.
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè ðàçíûõ îòñòîÿíèÿõ
h = 0,1; 0,5; 1,0 äëÿ " = 1, vmax = 2,0 è  = 10
 ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñ. 4.20. Àýðîäèíàìè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îïòè-
ìàëüíûõ êîíòóðîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 4.6; â íåé æå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðè
h =1 äàíû õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Âèäíî, ÷òî äëÿ h = 0,1
ïðè vmax = 2,0 è  = 10
 îïòèìàëüíûé êîíòóð ÿâëÿåòñÿ ñàìîïåðåñå-
êàþùèìñÿ. Ïðè óìåíüøåíèè âåëè÷èíû vmax äî 1,84 óäàëîñü ïîëó÷èòü
îäíîëèñòíûé êîíòóð, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.21 (ëèíèÿ 2).
Çäåñü ëèíèÿ 1  õîðäîâàÿ äèàãðàììà ñêîðîñòè. Ýòîò ïðîôèëü èìååò
Cy = 0,174 è tmax = 0,147 ïðè  = 0,23. Íà ðèñ. 4.22 ïðåäñòàâëåíû
îïòèìàëüíûå ïðîôèëè äëÿ " = 2 è vmax = 1,84 (à) è vmax = 2 (á, â),
 = 10 ïðè ðàçíûõ îòñòîÿíèÿõ, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì õàðàêòåðèñòèêè
ïðèâåäåíû â òàáë. 4.7.



























Ðèñ. 4.20. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû (2), ïîñòðîåííûå ÷èñëåííî äëÿ " = 1, vmax =
= 2 ïðè  = 10 è h = 0,1; 0,5; 1,0; 1  õîðäîâûå äèàãðàììû ñêîðîñòè
Ò à á ë èö à 4.6
Õàðàêòåðèñòèêè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðè vmax = 2,0 è  = 10
 äëÿ
h = 0,1; 0,5; 1,0; 1 â ñðàâíåíèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì ïðè h =1
h d Cy tmax  

0,1 1,06  1,3673  0,0684 0,266  0,2572
0,5 1,5325 0,9692 0,6321 1,7269 0,2578
1,0 2,2511 1,2535 0,8995 9,5793 0,3265
1 1 1,3846 0,8386 9,233 0,3462
Òî÷íîå ðåøåíèå













Ðèñ. 4.21. Îïòèìàëüíûé êîíòóð, ïîñòðîåííûé ÷èñëåííî äëÿ " = 1, vmax = 1,84
ïðè  = 10 è h = 0,1



























Ðèñ. 4.22. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû (2), ïîñòðîåííûå ÷èñëåííî äëÿ " = 2, vmax =
= 1,84 è vmax = 2 ñîîòâåòñòâåííî ïðè  = 10
 è h = 0,1; 0,5; 1,0 è õîðäîâûå
äèàãðàììû ñêîðîñòè (1)
Ò à á ë èö à 4.7
Õàðàêòåðèñòèêè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðè  = 10 äëÿ ðàçíûõ h
h a Cy tmax  

vmax = 1,84
0,1 1,1781 0,154 0,1351  0,07 0,0399
vmax = 2,0
0,5 1,5555 0,9694 0,6322 4,2207 0,2585










Ðèñ. 4.23. Îïòèìàëüíûé áåçîòðûâíûé êðûëîâîé ïðîôèëü è ñîîòâåòñòâóþùåå
ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè ïðè  = 10 è h = 0,1 äëÿ vmax = 1,84
4.5. Çàìå÷àíèÿ è ññûëêè 135
×òîáû èçáåæàòü âîçìîæíîãî îòðûâà ïîòîêà íà âåðõíåé è íèæíåé
ïîâåðõíîñòÿõ ïðîôèëÿ âáëèçè çàäíåé êðîìêè, äîïîëíèòåëüíî ó÷òåì
ïðè îïòèìèçàöèè óñëîâèå áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ, îïèñàííîå âû-
øå. Îäèí èç îïòèìèçèðîâàííûõ ïðîôèëåé, ðàññ÷èòàííûé ïî ìåòîäó
Êî÷èíàËîéöÿíñêîãî äëÿ ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíîãî ÏÑ, èìååò âèä,
ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 4.23; õàðàêòåðèñòèêè ïðîôèëÿ:
h = 0,1; a = 1,1576; Cy = 0,0301;
tmax = 0,0951;  =  0,96;  = 0,0122:
4.5. Èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ è áèáëèîãðàôè÷åñêèå
ññûëêè
4.5.1. Çàäà÷è àýðîäèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè. Çàäà÷è íàõîæ-
äåíèÿ ôîðìû òåë, èìåþùèõ ýêñòðåìàëüíûå àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàê-
òåðèñòèêè ïðè îáòåêàíèè æèäêîñòüþ èëè ãàçîì, âîçíèêëè ñ ñàìîãî
íà÷àëà ðàçâèòèÿ àýðîãèäðîäèíàìèêè è êàê ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèå, è êàê
âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ïðîáëåìû. Â ðàìêàõ âûáðàííûõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé òå÷åíèé ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò íå òîëüêî
ïðåäúÿâèòü íàèëó÷øèå ôîðìû, íî è äàòü òî÷íûå îöåíêè îïòèìèçèðó-
åìûõ õàðàêòåðèñòèê è òåì ñàìûì óêàçàòü èíæåíåðó-ïðîåêòèðîâùèêó
ãðàíèöû äîïóñòèìîãî ïðè îïòèìèçàöèè.
ßðêèì ïðèìåðîì ñêàçàííîìó ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû ïî
ïîèñêó ôîðìû êðûëîâûõ ïðîôèëåé ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû,
âûïîëíåííûå â 19201930 ãã. Ê ýòîìó öèêëó èññëåäîâàíèé îòíîñèòñÿ
è âûäàþùàÿñÿ ðàáîòà Ì.À. Ëàâðåíòüåâà [66], êîòîðûé äîêàçàë, ÷òî
ñðåäè ãëàäêèõ äóã çàäàííîé äëèíû è îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû íàèáîëü-
øàÿ öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè   (ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ ïîäúåìíàÿ
ñèëà Y ) ïðè áåçîòðûâíîì îáòåêàíèè ïîòîêîì ÈÍÆ äîñòèãàåòñÿ íà
äóãå îêðóæíîñòè. Ýòîò ðåçóëüòàò îáúÿñíèë ïðåèìóùåñòâî ïåðåä äðó-
ãèìè (â ñìûñëå ìàêñèìèçàöèè Y ) ïðîôèëåé Æóêîâñêîãî, òàê êàê èõ
îáòåêàíèå ïðè íå ñëèøêîì áîëüøîé òîëùèíå õîðîøî ìîäåëèðóåòñÿ
îáòåêàíèåì ñðåäíåé ëèíèè, ò. å. äóãè îêðóæíîñòè.
Îäèí èç èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ ê àýðîäèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè êðû-
ëîâûõ ïðîôèëåé áàçèðóåòñÿ íà ðåøåíèè ïðÿìûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ïðè
ýòîì çàäàþò ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîíòóðîâ îïðåäåëåííîãî
òèïà äëÿ ìîäèôèêàöèè íåêîòîðîãî èñõîäíîãî êîíòóðà. Äëÿ êàæäîãî
ïðîôèëÿ ðàññ÷èòûâàþò àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, à èõ îïòè-
ìèçàöèþ ïðîâîäÿò çà ñ÷åò âûáîðà çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ â
óðàâíåíèè êîíòóðà ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Îáçîð ýòèõ ðàáîò
ìîæíî íàéòè â [34] (ïï. 9.2, 10.2), à òàêæå â [84].
Îïèñàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé ïðîôèëü
â ôèêñèðîâàííîì ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîì êëàññå. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü
òðåáóåò ñïåöèàëüíûõ ñïîñîáîâ ïåðåáîðà êîíòóðîâ çàäàííîãî ñåìåéñòâà,
òàê êàê ïðè ïðîèçâîëüíîì èçìåíåíèè çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåò-
ðîâ ìîãóò íàðóøèòüñÿ ââåäåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðè òàêîì
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ïîäõîäå íå óäàåòñÿ â ÿâíîì âèäå çàïèñàòü îïòèìèçèðóåìûå ôóíêöèî-
íàëû, à ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå ïðÿìûõ çàäà÷ òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäîâ ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè è çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò âû÷èñëèòåëü-
íûõ ñðåäñòâ.
Äðóãîé ïîäõîä ê îïòèìèçàöèè àýðîäèíàìè÷åñêèõ ôîðì áàçèðóåòñÿ
íà òåîðèè ÎÊÇ. Ïåðâûé ñïîñîá îïòèìèçàöèè ôîðìû ïðîôèëåé íà
îñíîâå ðåøåíèÿ ÎÊÇ ñîñòîèò â îïòèìàëüíîì âûáîðå èñõîäíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñêîðîñòè v(s) â êðàåâîì óñëîâèè. Òàêîé ñïîñîá îïèñàí â ãë. 6.
Âòîðîé ñïîñîá îïòèìèçàöèè ìåòîäàìè ÎÊÇ, ðàçâèâàåìûé â ãë. 4
è ñëåäóþùåé ãëàâàõ, áàçèðóåòñÿ íà ðåøåíèè âàðèàöèîííûõ îáðàòíûõ
êðàåâûõ çàäà÷ àýðîãèäðîäèíàìèêè. Ýòè çàäà÷è çàêëþ÷àþòñÿ â ïîñòðî-
åíèè ïðîôèëåé, îáëàäàþùèõ îïòèìèçèðîâàííûìè àýðîäèíàìè÷åñêèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè (ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëîé, ìèíèìàëüíûì ñî-
ïðîòèâëåíèåì è ò. ï.), è ñâîäÿòñÿ ê âàðèàöèîííûì îáðàòíûì çàäà÷àì
äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
4.5.2. Âàðèàöèîííûå ÎÊÇÀ. Ïîñòàíîâêà âàðèàöèîííûõ ÎÊÇÀ
âîñõîäèò ê ðàáîòå Ì.À. Ëàâðåíòüåâà [66], â êîòîðîé ïîëó÷åíî òî÷íîå
ðåøåíèå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ïîäúåìíîé ñèëû äóãè çàäàííîé äëèíû
è îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû ïðè áåçîòðûâíîì åå îáòåêàíèè ïîòîêîì èäå-
àëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â íåé òàêæå ñêàçàíî î íåîáõîäèìîñòè
ó÷åòà ïðè îïòèìèçàöèè óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ áåçîòðûâíîñòü îáòå-
êàíèÿ.
Îáçîð ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ ïîñòðîåíèÿ êðûëîâûõ ïðîôèëåé ñ
âûñîêèì çíà÷åíèåì ïîäúåìíîé ñèëû ñîäåðæèòñÿ â [118] (îòìåòèì, ÷òî
â ýòîé ðàáîòå íå îòðàæåíû äîñòèæåíèÿ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ). Â [53]
ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ñðåäè ïðîôèëåé ñ îäíîé îñòðîé
êðîìêîé è çàäàííîé äëèíîé ïåðèìåòðà êîíòóðà òàêîãî, êîòîðûé îáëà-
äàåò íàèáîëüøåé ïîäúåìíîé ñèëîé â ðàâíîìåðíîì íà áåñêîíå÷íîñòè
ïîòîêå ÈÍÆ. Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ, ó÷èòûâàþùèé
ïðèáëèæåííûå óñëîâèÿ áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ. Óòâåðæäàåòñÿ òàê-
æå, ÷òî â ñëó÷àå ãëàäêîãî êîíòóðà ýêñòðåìàëüþ áóäåò êðóã è ÷òî
ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ôîðìóë Ì.À. Ëàâðåíòüåâà (íàïðèìåð, [67])
äëÿ âàðèàöèè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé îáëàñòåé, áëèçêèõ ê êðóãó.
Íàçâàííîå óòâåðæäåíèå êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëó÷åíî â [29] íà îñíî-
âå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âàðèàöèîííîé îáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷è.
Êðîìå òîãî, â [29] äîêàçàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè
ýêñòðåìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, èìåþ-
ùèõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë (óñëîâèè áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ ñ ó÷åòîì
âÿçêîñòè ïîòîêà â ïðèáëèæåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ó÷åòå ñæèìàåìîñòè
ñðåäû è äðóãèõ), îïòèìèçèðîâàííûå ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ
îò êðóãà, à ïîëó÷èòü èõ óäàåòñÿ òîëüêî ÷èñëåííî [4446]. Âìåñòå
ñ òåì ðåøåíèå â âèäå êðóãà ïîëó÷àåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, ïðè ìèíè-
ìàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, äèêòóåìûõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ òå÷åíèÿ,
è, ñëåäîâàòåëüíî, äàåò òî÷íóþ îöåíêó ñâåðõó äëÿ ïîäúåìíîé ñèëû,
äîñòèæèìóþ â ñëó÷àå òå÷åíèÿ ÈÍÆ.
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Ðåøåíèþ âàðèàöèîííûõ ÎÊÇÀ äëÿ äîçâóêîâîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîãî
èëè âÿçêîãî ãàçà è âÿçêîé æèäêîñòè ïîñâÿùåíî, íàñêîëüêî íàì èç-
âåñòíî, íåáîëüøîå ÷èñëî ðàáîò. Îíè áàçèðóþòñÿ íà ðåøåíèè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïðÿìûõ êðàåâûõ çàäà÷ àýðîãèäðîäèíàìèêè, èñïîëüçóþò
òåîðèþ ÏÑ è ìåòîäû ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè (ñì. [34]).
4.5.3. Îñíîâíàÿ âàðèàöèîííàÿ ÎÊÇÀ. Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè
ÎÊÇÀ [35, 36, 109], åñëè íà èñêîìîì êîíòóðå çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå
ñêîðîñòè v = v(s) êàê ôóíêöèÿ äóãîâîé àáñöèññû s ýòîãî êîíòóðà, òî
ðåøåíèå òàêîé ÎÊÇÀ (êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé) îïðåäåëÿåòñÿ îä-
íîçíà÷íî, ïðè÷åì óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ P è òåîðåòè÷åñêèé óãîë àòà-
êè  îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ v = v(s). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè   = Sv  RL
0
v(s) ds (L  ïåðèìåòð êîíòóðà), äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè   íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë
Sv íà ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññå ôóíêöèé v(s). Ýòîò êëàññ îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèÿìè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé öåëåñîîáðàçíîñòè, îïèñàííûìè, íàïðè-
ìåð, â ãë. 6 è ó÷èòûâàþùèìè êàê óñëîâèÿ ôèçè÷åñêîé ðåàëèçóåìîñòè
ðåøåíèÿ (ñîîòâåòñòâèå ïðèíÿòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òå÷åíèÿ, îä-
íîëèñòíîñòü îáëàñòè òå÷åíèÿ, îòñóòñòâèå îòðûâà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ,
îãðàíè÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè íà êîíòóðå è äð.), òàê
è óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (êîíñòðóêòèâíîé ðåàëèçóåìîñòè). Íàèáîëåå
ïîëíûé ó÷åò âñåõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé çàäà÷åé ïðè âûáîðå îïòè-
ìàëüíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêè öåëåñîîáðàçíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè.
Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþò ñîäåðæàòåëüíûå âàðèàöèîííûå çàäà÷è, ïðè-
÷åì ýêñòðåìàëÿìè ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ïîëî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ
(ñ ó÷àñòêîì ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè). Îäíàêî ïðè ýòîì âûðàçèòü óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè ÎÊÇÀ ÷åðåç ôóíêöèþ v(s) íå óäàåòñÿ, è ïîýòîìó ïðè-
õîäèòñÿ óäîâëåòâîðÿòü èõ ïîäáîðîì ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, ââîäèìûõ
â ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ ðàñïðåäåëåíèé v(s), ëèáî ïðèìåíÿòü ìåòîä
êâàçèðåøåíèé ÎÊÇÀ. Ïîñëåäíèé ìèíèìàëüíî (â ñìûñëå íîðìû èñ-
ïîëüçóåìîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà) èçìåíÿåò ýêñòðåìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå v(s), íî ïðè ýòîì, ÷òî îñîáåííî âàæíî, ñîõðàíÿåò íåèç-
ìåííûì çíà÷åíèå   öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè, ò. å. ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà Sv, õîòÿ âåëè÷èíà óãëà , êîíå÷íî, èçìåíÿåòñÿ. Îòìåòèì,
÷òî ïðèáëèæåííûå îïòèìèçèðîâàííûå ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå â [53],
òàêæå èìåþò ïîëî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè.
Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, âïåðâûå îñíîâíàÿ âàðèàöèîííàÿ ÎÊÇÀ
áûëà ïîñòàâëåíà è ñôîðìóëèðîâàíà êàê âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à â ðàáîòå
[44] êàê ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé, âûïîëíåííûõ ïåðâûì èç àâòîðîâ â
åãî äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè (1990 ã.) è îòðàæåííûõ â ìîíîãðàôèè [35]
(ðàçä. 3). Êëàññ âàðèàöèîííûõ ÎÊÇÀ îïèñàí â [49], òàì æå äîêàçàíû
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé. Òî÷íûå ðåøåíèÿ
îñíîâíîé âàðèàöèîííîé ÎÊÇÀ ïîñòðîåíû â [30, 5052].
4.5.4. Êðóã êàê ýêñòðåìàëüíîå ðåøåíèå. Â ñëó÷àå ðàñïîëîæå-
íèÿ íà îêðóæíîñòè òî÷å÷íîãî ñòîêà çàäàííîé èíòåíñèâíîñòè Q â [1]
ïîêàçàíî, ÷òî  = 2
p
2 è ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó çíà÷åíèÿ q =
p
2
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áåçðàçìåðíîãî ðàñõîäà q = Q=(v1L). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè q
äî 4 öèðêóëÿöèÿ óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ, ïðè÷åì ïðè q > 4 íàðóøàåòñÿ
ïðèíÿòàÿ ñõåìà îáòåêàíèÿ, à ïðè q = 0 (ñòîê îòñóòñòâóåò) èìååì, êàê
è ñëåäîâàëî îæèäàòü,  = 2. Â ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ íà îêðóæíî-
ñòè äâóõ òî÷å÷íûõ îñîáåííîñòåé  èñòî÷íèêà è ñòîêà ñ çàäàííûìè
èíòåíñèâíîñòÿìè Q1 è Q2  ìàêñèìóìó öèðêóëÿöèè ñîîòâåòñòâóåò
âûáîð Q1 = Q2, à àáñîëþòíûé ìàêñèìóì 
 = 6 äîñòèãàåòñÿ ïðè
Q1,Q2 ! 1ýòî ñëó÷àé äèïîëÿ [2]. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå íà
îêðóæíîñòè òî÷å÷íûõ îñîáåííîñòåé ïðèâîäèò íå òîëüêî ê èçìåíåíèþ
òîïîëîãèè òå÷åíèÿ, íî è ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè.
Ëåììà 4.1 äîêàçàíà Ô. Ã. Àâõàäèåâûì [97].
4.5.5. Àýðîäèíàìè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ ìåòîäàìè ÎÊÇ. Ïîä-
õîäû ê àýðîäèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ôîðìû êðûëîâûõ ïðîôèëåé
íà îñíîâå òåîðèè ÎÊÇ áûëè íàìå÷åíû â ðàáîòàõ [29, 44]. Âïåðâûå
ýòè ïîäõîäû áûëè ðåàëèçîâàíû ÷èñëåííî â [45, 46]. Ìíîãî÷èñëåííûå
âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû áûëè ïðîâåäåíû Å.Â. Ôåäîðîâûì â åãî
êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè (1993 ã.), èõ ðåçóëüòàòû â ñèñòåìàòèçèðî-
âàííîì âèäå èçëîæåíû â [35].
Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ
ÎÊÇÀ ïðåäñòàâëåíû â [43]. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî àýðî-
äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè íà îñíîâå óðàâíåíèé ÊóíàÒàêêåðà, â
òîì ÷èñëå äëÿ ïðîôèëåé ýêðàíîïëàíîâ âûïîëíåíû â áîëüøîì îáúåìå
À.Í. Èõñàíîâîé â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè (2004 ã.). Èõ ðåçóëüòàòû
îïèñàíû â [39, 40, 107]. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû â îñíîâíîé
ÎÊÇÀ, ðåàëèçóþùèå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èç [43], ïðîâåäåíû
À.Ý. Èëþõèíûì â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè (2006 ã.). Èõ ðåçóëüòàòû
ïðåäñòàâëåíû â [37, 38].
Ã ë à â à 5
ÏÎÒÎÊ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÈËÈ ÃÀÇÀ
Ñ ÁÎËÜØÈÌÈ ×ÈÑËÀÌÈ ÐÅÉÍÎËÜÄÑÀ
Â ãë. 4 â ðàìêàõ ìîäåëè ÈÍÆ ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ îñíîâíîé
âàðèàöèîííîé ÎÊÇÀ  çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè êîýôôèöèåíòà ïîäúåìíîé
ñèëû ïðè îãðàíè÷åíèè íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè  è ïîñòðîåíû ñîîò-
âåòñòâóþùèå àýðîäèíàìè÷åñêèå ôîðìû, ðåàëèçóþùèå ýòîò ìàêñèìóì.
Â ñèëó ïðîñòîòû âûáðàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òå÷åíèÿ â ðÿäå
ñëó÷àåâ ïîëó÷åííûå ïðîôèëè íå ñîîòâåòñòâóþò òðåáîâàíèÿì àýðîäè-
íàìè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ. Òàêîâûì, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ êðóã,
ìàêñèìèçèðóþùèé êîýôôèöèåíò Cy â ïîòîêå ÈÍÆ ïðè îòñóòñòâèè
îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè. Ïîýòîìó ïðè îïòèìèçàöèè íóæ-
íî ó÷èòûâàòü ñæèìàåìîñòü è âÿçêîñòü ïîòîêà. Îäíà èç âîçìîæíûõ
ìîäåëåé ó÷åòà íàçâàííûõ ñâîéñòâ îïèñàíà âûøå â ï. 1.3.3. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ íåé ïðîôèëü èç çàäàííîãî êëàññà îáòåêàåòñÿ ïîòîêîì ãàçà
×àïëûãèíà, ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè íà êîíòóðå ïðîôèëÿ ñîâïàäàåò ñ
åå ðàñïðåäåëåíèåì íà êîíòóðå ïîëóòåëà âûòåñíåíèÿ è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé ïðîôèëü,
÷òîáû ïðè óñëîâèè áåçîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ îí îáëàäàë îïòèìàëüíûìè
àýðîäèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè (íàèáîëüøåé ïîäúåìíîé ñèëîé,
íàèìåíüøèì ïðîôèëüíûì ñîïðîòèâëåíèåì èëè ìàêñèìàëüíûì àýðîäè-
íàìè÷åñêèì êà÷åñòâîì).
Êàê èçâåñòíî, óñëîâèå áåçîòðûâíîñòè ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíîãî ÏÑ
ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå îòðûâà òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà è ïðè íàëè÷èè
ëàìèíàðíûõ ó÷àñòêîâ. Èñõîäÿ èç ýòîãî, à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàñ÷åòû
âñåãî ñëîÿ êàê òóðáóëåíòíîãî âñåãäà äàþò çàâûøåííûå è, ñëåäîâà-
òåëüíî, áîëåå íàäåæíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðîôèëüíûõ ïîòåðü,
âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáòåêàíèå ïðîôèëÿ ïîëíî-
ñòüþ òóðáóëåíòíûì ïîòîêîì. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íå ïðîòèâîðå÷èò
èçâåñòíûì ñâèäåòåëüñòâàì òîãî, ÷òî â äåéñòâèòåëüíûõ óñëîâèÿõ îáòå-
êàíèÿ ñ ÷èñëàìè Ðåéíîëüäñà íà áåñêîíå÷íîñòè ïîðÿäêà 106 è âûøå
ÏÑ íà ïðîôèëå ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíûì. Íàçâàííîå
ïðåäïîëîæåíèå áûëî èñïîëüçîâàíî â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ,
ðåçóëüòàòû êîòîðûõ îáñóæäåíû íèæå.
5.1. Ïîñòàíîâêà âàðèàöèîííûõ çàäà÷
5.1.1. Ìíîæåñòâî óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Â ñèëó ñäåëàííûõ
ïðåäïîëîæåíèé êàæäîìó ïðîôèëþ ïðè îáòåêàíèè åãî ãàçîì ×àïëûãèíà
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè  = (s),
(s) = (s  s)[(L  s)s]2=" 10(s), s 2 [0,L], (5.1.1)
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ãäå äóãîâàÿ àáñöèññà s êîíòóðà Lz îòñ÷èòûâàåòñÿ îò s = 0 â òî÷êå B
äî s = L â íåé æå (îáëàñòü òå÷åíèÿ îñòàåòñÿ ñëåâà, ñì. ðèñ. 1.1),
sêîîðäèíàòà òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà, 0(s) > 0 íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé Æóêîâñêîãî×àïëûãèíàÊóòòà äëÿ
" 2 (1, 2] òî÷êîé ñõîäà ïîòîêà ïðè îáòåêàíèè ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîôè-
ëåé äîëæíà áûòü èõ îñòðàÿ êðîìêà B (ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ìíîæèòåëåì
[(L   s)s]2=" 1 â ôîðìóëå (5.1.1)), à âåëè÷èíà Y ïîäúåìíîé ñèëû
ïðîïîðöèîíàëüíà öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè  . Ïðè " = 1 äëÿ îïðåäåëåíèÿ  
çàôèêñèðóåì â êà÷åñòâå òî÷êè ñõîäà ïîòîêà îòìå÷åííóþ íà Lz òî÷-
êó B.
Îáðàòíî, åñëè íà Lz çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè (s) â âèäå
(5.1.1), òî êîíòóð Lz ìîæåò áûòü íàéäåí èç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ÎÊÇÀ (ï. 1.4.4). Îí áóäåò îáðàçîì åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïðè
êâàçèêîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè z = zP () âíåøíîñòè êðóãà jj > 1
(1.4.29), êîòîðîå ïåðåïèøåì â âèäå

























ãäå ()àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, P () = Re( e i ) = S()   S0()
è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà. Ôóíêöèÿ S0() ñîäåðæèò ëîãàðèô-
ìè÷åñêèå îñîáåííîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì ðàçâåòâëåíèÿ è ñõîäà
ïîòîêà íà ïðîôèëå:
S0() = lnM(,)  ("  1) ln
2 sin  + 
2
 , M(,) = 2 jsin + sinj :
Çàâèñèìîñòü s = s() íà îêðóæíîñòè  = e i  , âåëè÷èíà öèðêóëÿöèè  
è çíà÷åíèå  îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè
(s) (ñì. ï. 1.4.4). Ïàðàìåòð  ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåòè÷åñêîãî óãëà
àòàêè.
Â ïðåäñòàâëåíèè (5.1.2) êëàññà îïòèìèçèðóåìûõ êîíòóðîâ óïðàâ-
ëÿþùàÿ ôóíêöèÿ P () äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì (1.4.8),
(1.4.16) è (1.4.17) (ñ ïîñòîÿííûìè èç (1.4.30) â ïðàâîé ÷àñòè). Êðîìå
òîãî, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î äîçâóêîâîì õàðàêòåðå îáòåêàíèÿ äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî  6 1. Â ñèëó (1.2.19) îíî ðàâíîñèëüíî íåðà-
âåíñòâó
()  expS() = 2[1+ (1+ 4c22)1=2] 1 6 c0; c0 = 2p
1+ 4c2 + 1
:
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Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè S() = P () + S0() è (s) ñâÿçàíû ôîðìóëîé
[s()] = exp[S()]f1  c2 exp[2S()]g 1: (5.1.3)
Â ñèëó (5.1.3) òå÷åíèå áóäåò äîçâóêîâûì ([s()] 6 1), åñëè
P () + S0() 6 ln c0: (5.1.4)
Çíà÷èò, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îãðàíè÷åíèå (1.4.19), ãäå íóæíî çàìåíèòü





P () d = B0,
A1(P ) + iA2(P ) 
2Z
0
P () e i  d = B1 + iB2,
(5.1.5)
ãäå
B0 = 2 ln1, B1 + iB2 =  4i sin c
221
1+ c221
  ("  1) e i,






P () 6 Hc(,) + ("  1) ln
2 sin  + 
2
 ,
Hc(,)  ln c0
M(,)
:
Èòàê, ïðîôèëè ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ
ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (5.1.2), ãäå óïðàâëÿþùàÿ ôóíê-
öèÿ P () óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.1.5) è (5.1.6).
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ, êîãäà ïàðàìåòð  çàôèêñèðîâàí
çàðàíåå èëè èçìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå [0,=2].
5.1.2. Ôóíêöèîíàëû äëÿ îïòèìèçàöèè àýðîäèíàìè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê. Èç ôîðìóëû (5.1.2) âûâåäåì ðàâåíñòâî
js0()j =  (4 sin) 1
2 sin  + 
2
" 1 exp[ P ()]T (P ,;), (5.1.7)
T (P ,;) = 1  c2 exp[2P ()]M2(,)
2 sin  + 
2
2 2" , (5.1.8)
ïðè÷åì â ñèëó (5.1.4) âûðàæåíèå T (P ,;) â (5.1.8) ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíî. Àíàëîãè÷íî âûâîäó ôîðìóë (1.4.13) ïîëó÷èì
  = 4L sin[Ic(P )]
 1 = 8 sin[Ic(P )]
 1,
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G0(P ;)T (P ,;) d,
G0(P ;) =




Ïðè c = 0 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê ìîäåëè ÈÍÆ) îí ñîâïàäàåò ñ




 1, Cy = 16 sin[Ic(P )]
 1: (5.1.10)
Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ìàêñèìèçàöèè êîýôôèöèåíòà
ïîäúåìíîé ñèëû íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë Ic(P ) cosec íà
ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ôóíêöèé P () è ïàðàìåòðîâ îïòèìèçàöèè ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåì ëèíåéíûì îãðàíè÷åíèÿì òèïà ðàâåíñòâà (5.1.5)
è îäíîìó ëèíåéíîìó îãðàíè÷åíèþ òèïà íåðàâåíñòâà (5.1.6).
Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ÈÍÆ â äàííîé ñèòóàöèè ïàðàìåòð  íå ìîæåò
ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà [0,=2], à èìåííî,
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.









ãäå Tåäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ
T   c0 +D(T ,) = 0, (5.1.11)
D(T ,) =
sin[1  c2 exp(2T )]
1+ c2 exp(2T )
,
òî äëÿ ëþáîãî ïðîôèëÿ, îáòåêàåìîãî ãàçîì ×àïëûãèíà è èìåþùåãî
òåîðåòè÷åñêèé óãîë àòàêè, ðàâíûé  (èëè áîëüøå), íà êîíòóðå
ïðîôèëÿ íàéäóòñÿ òî÷êè, â êîòîðûõ  > 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì S() = P () + S0() â êà÷åñòâå íîâîé
óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè è ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë




Â ñèëó (5.1.4), (5.1.5) è (5.1.6) ïîëó÷èì
T = 2 ln(1), (5.1.13)
2Z
0
S() e i  d = 2iD(T ,), (5.1.14)
S() 6 c0: (5.1.15)
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè c2 = const ôóíêöèÿ (1) â ôîðìóëå (5.1.13) ñòðî-




1  c2 e 2T
:
Ðàâåíñòâà (5.1.13), (5.1.14) îçíà÷àþò ôèêñàöèþ òðåõ ïåðâûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè S() â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä
Ôóðüå. Ó÷òÿ ýòî, ïðåäñòàâèì S() â âèäå
S() = T +ReFT ( e








ãäå FT () = 0()   0(1)  ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ïðè jj > 1.
Èñïîëüçîâàâ ïðåäñòàâëåíèå (5.1.16), çàïèøåì îãðàíè÷åíèå (5.1.15) â
ôîðìå
T   c0 + sup

[ReFT ( e
i )] 6 0: (5.1.17)





ReFT () = D(T ,):
Ïîêàæåì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà T ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì T óðàâíåíèÿ (5.1.11). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå
èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè  èç
èíòåðâàëà [0,=2].
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè S() ôóíêöèîíàë T
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå T1 > T. Â ñèëó ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ïî T ëåâîé
÷àñòè (5.1.17) èìååì
T1   c0 + sup

S() > T1   c0 +D(T1,) > T   c0 +D(T,) = 0:
Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ îãðàíè÷åíèåì (5.1.17).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì  ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 1
ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ïðîôèëè ñ








ãäå Têîðåíü óðàâíåíèÿ (5.1.11). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ãðàôèê çàâèñèìîñòè 1 = 

1() äëÿ { = 7=5 èçîáðàæåí íà
ðèñ. 5.1. Ýòà ëèíèÿ ðàçäåëÿåò îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ 1, 
íà äâå çîíû. Åñëè î ïðîåêòèðóåìîì ïðîôèëå èçâåñòíî, ÷òî îí îáòå-
êàåòñÿ ïîòîêîì ãàçà ×àïëûãèíà ñ òàêèì çíà÷åíèåì 1 ñêîðîñòè íà
áåñêîíå÷íîñòè è ñ òàêèì òåîðåòè÷åñêèì óãëîì àòàêè , ÷òî òî÷êà
(,1) ëåæèò âûøå íàçâàííîé ëèíèè, òî â ðàìêàõ ïðèíÿòîé ìîäåëè
ïðîôèëü îáÿçàòåëüíî áóäåò èìåòü ñâåðõçâóêîâóþ çîíó. Åñëè òî÷êà
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Ðèñ. 5.1. Ãðàôèê ìàæîðàíòû 1 = 

1() ïðè { = 7=5
Çàïèøåì òåïåðü âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòà ïðîôèëüíîãî ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ Cx. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêî-
ñòè. Êðîìå òîãî, ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ áåçîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ áóäåì
ñ÷èòàòü " = 2, òàê êàê òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü
áåçîòðûâíîñòü òå÷åíèÿ âñþäó íà Lz.
Ïðèáëèæåííûé ðàñ÷åò âåëè÷èíû eCx ìîæíî ïðîâåñòè, èñïîëüçîâàâ
èçâåñòíóþ ôîðìóëó ÑêâàéðàÞíãà (íàïðèìåð [68, ñ. 690])



























ãäå j = 1, 2, n =  (6m  1)=(2m  1), 1 = [st1,L], 2 = [0, st2], stj 
äóãîâûå àáñöèññû òî÷åê ïåðåõîäà ëàìèíàðíîãî ÏÑ â òóðáóëåíòíûé íà
âåðõíåé (j = 1) è íèæíåé (j = 2) ïîâåðõíîñòÿõ ïðîôèëÿ, à âåëè÷èíû
Retj ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå (1.3.7). Òàê êàê
ïî ïðåäïîëîæåíèþ ÏÑ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíûì, st1 = 0 è
st2 = s. Èñïîëüçîâàâ ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ, âûðàçèì âåëè÷èíû eCx
è K ÷åðåç ôóíêöèþ P ().
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Ïî ôîðìóëå (1.4.18) (ïðè " = 2) íàéäåì
v[s()] = 2v1 cos
   
2
exp[P ()]  v1G(P ,;), (5.1.20)
ïðè÷åì v[s()] > 0 ïðè  2 ( ,) (íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ïðîôèëÿ),
v[s()] < 0 ïðè  2 (, 2   ) (íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè), ãäå  =  +





G0(P ;), G0(P ;)  2 sin  + 
2
exp[ P ()]: (5.1.21)
















G1(P ,, b;) d, (5.1.23)
e1 = [ , + ], e2 = [ + , 2   ],




2 cos    
2
b 1 exp[(b  2)P ()]: (5.1.24)
Âçàèìîñâÿçàííûå ýìïèðè÷åñêèå ïîñòîÿííûå a = (m + 1)=m, b =
= 2(4m+ 1)=(2m  1) è m îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðîì êðèòåðèÿ îòñóòñòâèÿ
îòðûâà òóðáóëåíòíîãî ÏÑ (ñì. ï. 1.3.1). Òåïåðü èç ôîðìóë (1.1.7),
(5.1.18), (5.1.22) è (5.1.23) íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà ïðî-
ôèëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ:
eCx = 2vn+3,2 1=(m+1)  aALI0(P )
1=a
b 1v(b 1)=a 3,21 B0(P ,), (5.1.25)





Äàëåå, ñëåäóÿ [68, ï. 132] äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàñ÷åòíîé ôîðìóëû êîýôôè-
öèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ ïîëîæèì n =  3,2 (ïðè ðàçëè÷íûõ m âåëè÷èíà
n+ 3,2 íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ). Â ñèëó (4.1.9)
eCy = 2 
b
= 8L sin= [bI0(P )] : (5.1.26)









eCyeCx = 4v3,2 (b 1)=a1 (aA) 1=a(2Re1)1=(m+1)
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ãäå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re1 = v1L=(2). Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ôóíê-
öèîíàëà â ïðàâîé ÷àñòè (5.1.27) ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó ýìïèðè÷åñêîé
ïîñòîÿííîé a = 1 ïî Ã.Ì. Áàì-Çåëèêîâè÷ó. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî äëÿ









G1(P ,, b;) d: (5.1.29)
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè Re1 äëÿ ìàêñèìèçà-
öèè àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë
E0(P ;) cosec íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå ïàð (P ,). Ïðè ýòîì äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ K íåîáõîäèìî
âûáðàòü âçàèìîñâÿçàííûå ýìïèðè÷åñêèå ïîñòîÿííûå A, m è b. Ðàçëè÷-
íûå âàðèàíòû èõ âûáîðà ïîäðîáíî îïèñàíû â ï. 1.3.1. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ Re1
A = 0,00653, b = 4,75 ïðè m = 6;
A = 0,01256, b = 4,86 ïðè m = 4:
(5.1.30)
Êðîìå òîãî, â [68, ï. 132] ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå íàáîðû ýìïèðè÷åñêèõ
ïîñòîÿííûõ, ðåêîìåíäóåìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàñ÷åòíîé ôîðìóëû êîýô-
ôèöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ:
A = 0,0153, m = 6, b = 5 ïðè Re1 > 5  106;
A = 0,037, m = 4, b = 4,5 ïðè Re1 < 5  106:
(5.1.31)
Èç ñðàâíåíèÿ (5.1.30) è (5.1.31) ñëåäóåò, ÷òî íàèáîëüøèé ðàçáðîñ ïðè
îäèíàêîâûõ m íàáëþäàåòñÿ â çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííîé A.
Íà ðèñ. 5.2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ âåëè÷èí êîýô-
ôèöèåíòîâ eCy, eCx, ðàññ÷èòàííûõ äëÿ ïðîôèëÿ NACA 23015 (òàêæå
èçîáðàæåí íà ðèñ.5.2) ïî ôîðìóëàì (5.1.25), (5.1.26) ñ ýìïèðè÷åñêèìè
êîíñòàíòàìè èç (5.1.31) è íà îñíîâå ðàñ÷åòà ÏÑ ìåòîäîì [110]. Óãîë
àòàêè  âàðüèðîâàëñÿ â èíòåðâàëå  5 6  6 5. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.2, a (÷òîáû íå çàãðîìîæ-
äàòü èçîáðàæåíèå, ïðàêòè÷åñêè ñëèâàþùèåñÿ ó÷àñòêè ðàñïðåäåëåíèé
ñêîðîñòè â îêðåñòíîñòÿõ ïåðåäíåé è çàäíåé êðîìîê íå ïîêàçàíû). Íà
ðèñ. 5.2, á ïðåäñòàâëåíû ïîëÿðû eCy = eCy( eCx), ðàññ÷èòàííûå ìåòî-
äîì Ýïïëåðà äëÿ Re1 = 5  105 (êðèâàÿ 1), Re1 = 106 (êðèâàÿ 2) è
Re1 = 5  106 (êðèâàÿ 3). Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâeCy è eCx, íàéäåííûå ïî ôîðìóëàì (5.1.25), (5.1.26), ïðåäñòàâëåíû
ðîìáàìè, êâàäðàòàìè è òðåóãîëüíèêàìè äëÿ Re1 = 5  105, 106 è 5  106
ñîîòâåòñòâåííî. Ìàêñèìàëüíîå ðàçëè÷èå íàçâàííûõ çíà÷åíèé íå ïðå-
âûñèëî 5%, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ïðèåìëåìîñòü ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë (5.1.25)
è (5.1.26) ñ ïîñòîÿííûìè èç (5.1.31).
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Èñïîëüçîâàâ ôîðìóëû (5.1.2) è (5.1.3), òåïåðü íåòðóäíî àíàëîãè÷íî
âûâîäó ïðåäñòàâëåíèé (5.1.25), (5.1.26), (5.1.28) çàïèñàòü ôóíêöèîíàë,



























Ðèñ. 5.2. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë (5.1.25) è (5.1.26) ñ äàííûìè ðàñ÷åòà
ÏÑ äëÿ ïðîôèëÿ NACA 23015





Èç (5.1.7), (5.1.9) ïîëó÷èì
js0()j = L
Ic(P )
G0(P ;)T (P ,;): (5.1.33)
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Êàê è âûøå, äëÿ ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíîãî ÏÑ ïðè a = 1, n =  3,2
eCx = 21=(m+1) 3,21 Ab 1 2Z
0
j[s()]jb 1js0()jd:
Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèÿ (5.1.32) è (5.1.33) è èñïîëüçîâàâ ïåðâóþ











G1(P ,, b;)[T (P ,;)]
2 b d: (5.1.35)
ßñíî, ÷òî ïðè c = 0 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê òå÷åíèþ íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè) ïîëó÷èì T (P ,;)  1 è ôóíêöèîíàëû (5.1.35) è
(5.1.29) ñîâïàäóò.
Çàìå÷àíèå 5.1. Ââåäåì íîâóþ óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ
R() = P () + lnT (P ,;):
Ñäåëàâ òàêóþ çàìåíó, î÷åâèäíî ïîëó÷èì Ic(P ) = I0(R); Ec(P ,) =
= E0(R,): Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü òîëüêî ñâîé-
ñòâà ôóíêöèîíàëîâ I0(P ) è E0(P ,).
5.1.3. Ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëîâ. Òî÷íûå îöåíêè. Ôóíêöèîíàë
I0(P ) ïîäðîáíî èññëåäîâàí â ï. 4.1.2 è, â ÷àñòíîñòè, èç òåîðåìû 4.2
ñëåäóåò òî÷íàÿ îöåíêà
I0(P ) > I0(P) = 2,
äîñòèæèìàÿ äëÿ " = 1 ïðè îáòåêàíèè êðóãà.
Èññëåäóåì òåïåðü ôóíêöèîíàë E0(P ,). Ââåäåì ôóíêöèþ Q() =
= lnG1(P ,, b;): Â âûðàæåíèè ÷åðåç Q() èññëåäóåìûé ôóíêöèîíàë
ïðèìåò âèä




Îãðàíè÷åíèÿ (5.1.5) (ïðè c = 0) ïðèîáðåòàþò ôîðìó
2Z
0
Q() d = 0,
2Z
0
Q() e i  d = 2i (b  1) sin: (5.1.37)
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì  çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè àýðîäèíà-
ìè÷åñêîãî êà÷åñòâà K áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè
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ðàâíîñèëüíà ìèíèìèçàöèè ñòðîãî âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà (5.1.36) ïðè
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ (5.1.37).
Àíàëîãîì òåîðåìû 4.1 äëÿ ôóíêöèîíàëà E(T ) ñëóæèò òåîðåìà 5.2.
Òåîðåìà 5.2. Ôóíêöèîíàë E(Q) äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìó-
ìà â L2[0, 2] ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (5.1.37) íà ôóíêöèè
Q() = ln[1+ (b  1)2 sin2  + 2(b  1) sin sin] (5.1.38)
ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè
(b  1) sin 6 1: (5.1.39)
















Q() sin d   2(b  1) sin
#
,
ãäå 0, 1, 2 íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, íàéäåì
Q() = ln[ 0   1 cos   2 sin], 0 < 0, j1 + i2j 6 j0j:
Ïîñòîÿííûå 0, 1 è 2 äîëæíû áûòü ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (5.1.37) äëÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè Q(). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé
2Z
0
ln (1+ 1 cos + 2 sin) cos d = 0,
2Z
0





ln (1+ 1 cos + 2 sin) d,
(5.1.40)
ãäå 0 = ln j0j, 1 = 1=0, 2 = 2=0, 0 6= 0. Èíòåãðàëû â (5.1.40)











1  21   
2
2
= (b  1) sin:
Çíà÷èò, 1 = 0 è 2 = 2(b   1) sin=[1 + (b   1)2 sin2 ] ïðè óñëîâèè,
÷òî ïàðàìåòðû b è  ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì (5.1.39). Ïðè íåâûïîëíåíèè
ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.1.40) íåðàçðåøèìà.













Ïîñëåäíèé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå: 0 = ln[1 + (b  
  1)2 sin2 ]: Òàêèì îáðàçîì, ïðè  6 ,  = arcsin[1=(b  1)], òî÷íîå
ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà E(Q) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
(5.1.37) èìååò âèä (5.1.38). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îïèøåì äðóãîé ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.1.40).
Âîçüìåì àíàëèòè÷åñêóþ âî âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà ôóíêöèþ
e() = 2 ln1  r e i'


, jrj 6 1:
Ðàâåíñòâî Q() = Re e( e i ) èìååò ìåñòî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
 0 = 1+ r2, 1 = 2r cos', 2 = 2r sin':
Ïðè ýòîì â îêðåñòíîñòè  =1 (âñþäó âî âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà)





à ôóíêöèÿ zP (), äàþùàÿ ðåøåíèå çàäà÷è ñì. (1.4.9), ïðèìåò âèä
















































[r e i' + (b  1)i sin] + o( 1)
è








[r e i' + (b  1)i sin] + o( 1)

d:
Èç óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîñòè ýòîé ôóíêöèè, ýêâèâàëåíòíîãî ñèñòåìå
óðàâíåíèé (5.1.40), ïîëó÷èì
r e i' + (b  1)i sin = 0: (5.1.42)
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Çíà÷èò,
1 = 2r cos' = 0, 2 =  2r sin' =  2(b  1) sin,
0 =  (1+ r2) =  [1+ (b  1)2 sin2 ],
è ñíîâà ïîëó÷èëè ðåøåíèå (5.1.38) ïðè óñëîâèè jrj 6 1, ýêâèâàëåíòíîì
(5.1.39).
Òåïåðü, ïîäñòàâèâ ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ Q() â (5.1.36),
íåòðóäíî çàïèñàòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà E(Q):
E = E(Q) = 2 exp0 = 2[1+ (b  1)2 sin2 ]:
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (5.1.28)
K 6 K()  2(2Re1)
1=(m+1) sin
A[1+ (b  1)2 sin2 ]
:
Ôóíêöèÿ K() ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå  2 [0,]. Îòñþäà
è èç òåîðåìû 5.2 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 5.1. Àáñîëþòíûé ìàêñèìóì àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷å-






Íà ðèñ. 5.3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè K = K(), ñîîò-
âåòñòâóþùèå óêàçàííîìó âûøå âûáîðó ýìïèðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ è
ïîñòðîåííûå ïðè Re1 = 10
7, 5  106 è 106 (ëèíèè 13). Àáñîëþòíûå
ìàêñèìóìû Kmax ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 180,4, 168 (ïðè 
 = 0,253) è
140,6 (ïðè  = 0,289).
Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêèå ïðîôèëè ñîîòâåòñòâó-
þò ýêñòðåìàëüíîé êðèâîé K(). Ðàñ÷åòû, âûïîëíåííûå â ðåçóëüòàòå
ïîäñòàíîâêè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
ðåøåíèÿ, ïîêàçàëè, ÷òî òî÷êàì ýêñòðåìàëüíîé êðèâîé K() îòâå÷àþò
ôèçè÷åñêè íåðåàëüíûå ðåøåíèÿ (ñêîðîñòü íà êîíòóðå îáðàùàåòñÿ â
áåñêîíå÷íîñòü â ïåðåäíåé è çàäíåé êðîìêàõ, îáëàñòü òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ
íåîäíîëèñòíîé). Â [90] ïðèâåäåí îäèí èç òàêèõ ïðîôèëåé, ïîëó÷åííûé
äëÿ  = 10. Åãî êîíòóð èìååò âåðòèêàëüíóþ îñü ñèììåòðèè, à åãî
¾íèæíÿÿ¿ ïîâåðõíîñòü ïðîõîäèò âûøå, ÷åì ¾âåðõíÿÿ¿. Ó÷åò óñëîâèé
ïðîñòîòû êîíòóðà ïðîôèëÿ çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò çàäà÷ó è äåëàåò
çàòðóäíèòåëüíûì ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ýòîãî êëàñ-
ñà ïðîôèëåé. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îöåíèòü íèæíèé ïðåäåë
àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà, êîòîðûé äîñòè-
æèì äëÿ ôèçè÷åñêè ðåàëüíûõ ïðîôèëåé. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ
ðåçóëüòàòàìè [45], ãäå ïðîâåäåíà ÷èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ ôîðìû êðû-
ëîâûõ ïðîôèëåé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà àýðîäèíàìè-
÷åñêîãî êà÷åñòâà ïðè óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ îòðûâà òóðáóëåíòíîãî ÏÑ
è ïðîñòîòû êîíòóðà ïðîôèëÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ Re1 = 10
7 ïîëó÷åíî
çíà÷åíèå K = 115,4 ïðè max = 14,3
 = 0,25. Ýòîò ðåçóëüòàò îòìå÷åí
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íà ðèñ. 5.3 êðåñòîì. Ñðàâíåíèå ñ ãðàôèêîì 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà













Ðèñ. 5.3. Ýêñòðåìàëüíûå çàâèñèìî-
ñòè K() äëÿ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà
Re1 = 10
7; 5  106;106 (ëèíèè 13)
ñóåòñÿ ñ óêàçàííûì âûøå òåîðåòè-
÷åñêèì çíà÷åíèåì, íî âåëè÷èíà K
íà 49% ìåíüøå òåîðåòè÷åñêîé.
Äðóãóþ íèæíþþ îöåíêó ãëîáàëü-
íîãî ìàêñèìóìà àýðîäèíàìè÷åñêî-
ãî êà÷åñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ðåçóëüòàòîâ [116], ãäå ïðè ïðîåê-
òèðîâàíèè âûñîêîíåñóùèõ ïðîôè-
ëåé ñ ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíûì ÏÑ
äëÿ Re1 = 10
6 ïîñòðîåí ïðîôèëü
ñ K = 79, 4 ïðè   9 = 0,157
(êðóæîê íà ðèñ. 5.3). Ýòîò ðåçóëü-
òàò ïîäòâåðæäåí ýêñïåðèìåíòîì, à
ñðàâíåíèå åãî ñ ãðàôèêîì 2 ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ðåàëüíî äîñòèæèìîå
ïðè óêàçàííîì  çíà÷åíèå àýðîäè-
íàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà ïðèìåðíî íà
43% íèæå òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷å-
íèÿ 137,52.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôèçè÷åñêè ðå-
àëüíûõ ïðîôèëåé áëèçêèõ ê îïòèìàëüíûì àïïðîêñèìèðóåì ýêñòðå-
ìàëüíóþ ôóíêöèþ !() èç (5.1.41) ôóíêöèåé


























ñîäåðæàùåé ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû r1, r2, 0 < r1, r2 < 1, êîòîðûå ïîç-
âîëÿþò ðåãóëèðîâàòü òîëùèíó ïðîôèëÿ â îêðåñòíîñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî
çàäíåé è ïåðåäíåé êðîìîê. Ýòè êîíñòàíòû ñëåäóåò ïîäáèðàòü òàê, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü ïðîñòîòó êîíòóðà ïðîôèëÿ è îòñóòñòâèå îòðûâà ïîòîêà
ñ åãî ïîâåðõíîñòè. Âåëè÷èíà 0 çàâèñèò îò r1, r2 è îïðåäåëÿåòñÿ
òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâèÿì çàìêíóòîñòè êîíòóðà. Àíàëîãè÷íî
âûâîäó ñîîòíîøåíèÿ (5.1.42) ïîëó÷èì 0 =  d1   id2,
d1 =








Åñòåñòâåííî, ïðè r1 = r2 = 1 èç (5.1.45) ïîëó÷èì (ñì. (5.1.42)) 0 =
=  i (b   1) sin: Îòìåòèì, ÷òî !(r1, r2; ) ! 0 ïðè  ! 1, ïîýòîìó
ïåðâîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè â (5.1.5) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.
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Åùå îäíèì ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì ââåäåíèÿ ïàðàìåòðîâ r1 è r2
ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî j0j < 1, ãàðàíòèðóþùåå îòñóòñòâèå ó ôóíêöèè
!(r1, r2; ) îñîáåííîñòåé âî âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà. Èç (5.1.45)
ñëåäóåò, ÷òî ýòî óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä
[1  r1   (b  1)(1  r2)]2 + 4r2(b  1)(b  2+ r1) sin2  < 4: (5.1.46)
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå r1 = r2 = 1 â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ (5.1.39) íåðàâåíñòâî
(5.1.46) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Òåïåðü èç (5.1.44) è (5.1.45) ñëå-
äóåò
Pr1,r2()   Re !(r1, r2; e i ) =
ln(1+ d21 + d
2





ln[1+ 2r2 cos(   ) + r22] 
  1
2(b  2)
ln[1  2r1 cos( + ) + r21], (5.1.47)
Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî îäèí ïàðàìåòð r1 = r2 = r 6
6 1. Ïðè r = 1 ïîëó÷èì d1 = 0, d2 = (b   1) sin. Îòñþäà ñ ó÷åòîì










Ðèñ. 5.4. Ïðîôèëü ñ ïîâûøåííûì
àýðîäèíàìè÷åñêèì êà÷åñòâîì, ïî-
ñòðîåííûé ïðè r1 = 0,5, r2 = 0,65,
 = 0,087 è b = 4,5
ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïîëó÷àåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèå (5.1.38).
Òàêèì îáðàçîì, çà ñ÷åò âûáî-
ðà ïàðàìåòðîâ r1, r2 ñ ñîáëþäåíè-
åì îãðàíè÷åíèÿ (5.1.46) èëè òîëüêî
îäíîãî ïàðàìåòðà r ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ñåìåéñòâà ôóíêöèé (5.1.47),
ÿâëÿþùèõñÿ ïðèáëèæåíèÿìè (â óêà-
çàííîì âûøå ñìûñëå) ýêñòðåìàëü-
íîé ôóíêöèè (5.1.41) è ïîïûòàòü-
ñÿ ïîëó÷èòü ôèçè÷åñêè ðåàëüíûå
êðûëîâûå ïðîôèëè, îáëàäàþùèå ïî-
âûøåííûì àýðîäèíàìè÷åñêèì êà÷å-
ñòâîì.
Íà ðèñ. 5.4 ïðåäñòàâëåí ïðî-
ôèëü, ïîñòðîåííûé â [105] (ñì. òàê-
æå [36]) äëÿ r1 = 0,5, r2 = 0,65,
 = 0,087 (5), Re1 = 10
6 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïî ôóíêöèè (5.1.44),
àïïðîêñèìèðóþùåé ýêñòðåìàëüíóþ
â óêàçàííîì ñìûñëå, áûëî âîñ-
ñòàíîâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè
v(s) ïî êîíòóðó èñêîìîãî ïðîôèëÿ (ëèíèÿ 1). Ïî ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ
áûëà ðåøåíà ÎÊÇÀ ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè ïîòîêà [56], ïðè÷åì äëÿ êîí-
òðîëÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åò òóðáóëåíòíîãî ÏÑ ïðîâîäèëñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè:
ìåòîäîì Êî÷èíàËîéöÿíñêîãî ([68, ñ. 608]) è ìåòîäîì Ýïïëåðà [110].
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Îáà ìåòîäà äàëè áëèçêèå ðåçóëüòàòû è, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàëè îòñóò-
ñòâèå îòðûâà ïîòîêà, ÷òî îïðåäåëèëî ìàëóþ òîëùèíó âûòåñíåíèÿ ÏÑ.
Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîôèëü ñ tmax = 16,5% ïðåäñòàâëåí êîíòóðîì 2.
Ïðè ðàñ÷åòíîì óãëå àòàêè  = 0,26 îí èìååò Cy = 0,61, Cx = 0,011
è K = 55,45. Íà ðèñ. 5.3 ýòîìó ïðîôèëþ ñîîòâåòñòâóåò çâåçäî÷êà.
Ñðàâíåíèå ñ ãðàôèêîì 2 íà ðèñ. 5.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëó÷åííîå
àýðîäèíàìè÷åñêîå êà÷åñòâî ïðèìåðíî íà 35% ìåíüøå òåîðåòè÷åñêîãî
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 84,78.
Íà ðèñ. 5.5 ïðåäñòàâëåíû øêàëû êðûëîâûõ ïðîôèëåé ñ ïîâûøåí-
íûì àýðîäèíàìè÷åñêèì êà÷åñòâîì. Âñå îíè ïîñòðîåíû ïðè  = 0,087
(5) ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè (5.1.47) ïðè b = 4,5 è
ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ r1 è r2, êîòîðûå èçìåíÿëèñü ñ øàãîì
0,1. Êàæäîé ñòðîêå è êàæäîìó ñòîëáöó íà ðèñ. 5.5 ñîîòâåòñòâóþò
çíà÷åíèÿ r1 è r2, îòìå÷åííûå íà ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé îñÿõ
(íàïðèìåð, âñåé íèæíåé ñòðîêå ñîîòâåòñòâóþò r1 = 0,1 è ïåðåìåí-
íûå çíà÷åíèÿ r2). Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ âñå ïîëó÷åííûå ïðîôèëè
èçîáðàæåíû â ñèñòåìå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò, ñ õîðäîé ïðîôèëåé íà
îñè àáñöèññ, ò. å. ïðîôèëè ïîâåðíóòû îòíîñèòåëüíî çàäíåé êðîìêè
ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè íà âåëè÷èíó  àýðîäèíàìè÷åñêîãî óãëà
àòàêè. Äëèíà õîðäû ó âñåõ ïðîôèëåé ðàâíà 1. Êðóæêàìè íà êîíòóðàõ
îáîçíà÷åíà ïåðåäíÿÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà (òî÷êà ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà).
Ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ óãëîâ  (â ðàäèàíàõ) äëÿ ýòèõ ïðîôèëåé è
àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà K ïðè Re1 = 10
6 è ñîîòâåòñòâóþùèõ
çíà÷åíèÿõ ýìïèðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ A è m èç (5.1.31) â çàâèñèìî-
ñòè îò r1 è r2 ïðèâåäåíû íèæå â òàáëèöàõ. Ïðè óâåëè÷åíèè r1 è
r2 àýðîäèíàìè÷åñêîå êà÷åñòâî âîçðàñòàåò, âïëîòü äî ñèòóàöèè, êîãäà
òå÷åíèå ñòàíîâèòñÿ íåîäíîëèñòíûì (ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ óãëà
àòàêè è àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà âûäåëåíû ïîëóæèðíûì øðèôòîì).
Ïðîôèëü (çàòåìíåí íà ðèñ. 5.5), êîòîðûé ðåàëèçóåò îäíîëèñòíîå òå÷å-
íèå è îáëàäàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì àýðîäèíàìè÷åñêîãî
êà÷åñòâà, â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ïðîôèëåé, ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó
r1 = 0,8 è r2 = 0,5 è èìååò K = 57,2 ïðè Re1 = 10
6. Ëàêóíû â âåðõíèõ
÷àñòÿõ ñòîëáöîâ íà ðèñóíêàõ è â òàáëèöàõ 5.1 è 5.2 (ïðè r2 = 0,1; 0,2;
0,3; 0,4 è 0,5) îáúÿñíÿþòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì çíà÷åíèé
r1 è r2 íàðóøàåòñÿ óñëîâèå (5.1.46).
Îòìåòèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè óêàçàííîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
ðàñïîëîæåíû ïðîôèëè (çàøòðèõîâàíû), êîíòóðû êîòîðûõ èìåþò ó÷àñò-
êè ñàìîïåðåñåêàåìîñòè â îêðåñòíîñòè çàäíåé êðîìêè ðàçìåðîì 13%
äëèíû õîðäû. Òàêîâûì, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðîôèëü ñ ïàðàìåòðàìè
r1 = 0,8 è r2 = 0,6, èìåþùèé K = 57,4, íî çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþùèéñÿ
ïî ôîðìå îò îïòèìàëüíîãî. Â ñâîþ î÷åðåäü, âåñüìà áëèçîê ïî ôîðìå
ê íåìó ïðîôèëü ñ ïàðàìåòðàìè r1 = 0,9 è r2 = 0,6, êîòîðûé èìååò
óæå áîëüøåå çíà÷åíèå K = 64,6. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áëèçîê ïî ôîðìå
ê îïòèìàëüíîìó íåîäíîëèñòíûé ïðîôèëü ñ ïàðàìåòðàìè r1 = 0,9 è
r2 = 0,5, èìåþùèé K = 64,2 è çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþùèéñÿ îò äâóõ
ïîñëåäíèõ íåîäíîëèñòíûõ ïðîôèëåé.
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Âñå ñêàçàííîå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî çíà÷åíèå àýðîäèíàìè-
÷åñêîãî êà÷åñòâà, áëèçêîå ê ìàêñèìàëüíîìó íà êëàññå îäíîëèñòíûõ
òå÷åíèé, ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà ïðîôèëÿõ, çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþùèõñÿ
ïî ôîðìå, ò. å. ïîâåðõíîñòü K = K(r1, r2) â îêðåñòíîñòè ýêñòðåìóìà
ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ïîëîãîé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèâåäåííàÿ øêàëà ïðî-
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Ðèñ. 5.5. Øêàëû êðûëîâûõ ïðîôèëåé ñ ïîâûøåííûì àýðîäèíàìè÷åñêèì êà÷å-
ñòâîì, ïîñòðîåííûõ ïðè  = 0,087, b = 4,5 è ðàçíûõ r1 è r2
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Ðèñ. 5.6. Øêàëû êðûëîâûõ ïðîôèëåé ñ ïîâûøåííûì àýðîäèíàìè÷åñêèì êà÷å-
ñòâîì, ïîñòðîåííûõ ïðè  = 0,087, b = 5 è ðàçíûõ r1 è r2
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Ò à á ë èö à 5.1
Ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ (â ðàäèàíàõ) óãëà àòàêè îïòèìèçèðîâàííûõ
ïðîôèëåé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ r1 è r2 ïðè Re1 = 10
6,
A = 0,037, m = 4,  = 0,087 è b = 4,5

r1
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
r2
0,1         
0,2 -0,02        
0,3  0,00  0,01  0,02  0,03  0,05    
0,4 0,00 0,00  0,01  0,01  0,02  0,03  0,03  0,04 
0,5 0,01 0,00 0,00  0,01  0,01  0,01  0,02  0,02  0,03
0,6 0,01 0,01 0,00 0,00  0,00  0,01  0,01  0,01  0,02
0,7 0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00  0,01  0,01  0,01
0,8 0,02 0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,01
0,9 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00
Òà á ë èö à 5.2
Ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà îïòèìèçèðîâàííûõ
ïðîôèëåé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ r1 è r2 ïðè Re1 = 10
6,
A = 0,037, m = 4,  = 0,087 è b = 4,5
K
r1
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
r2
0,1         
0,2 18,0        
0,3 17,2 21,4 26,1 31,5 37,3    
0,4 16,5 20,7 25,5 30,9 36,9 43,3 50,1 57,0 
0,5 15,8 20,0 24,9 30,4 36,6 43,2 50,1 57,2 64,2
0,6 15,2 19,4 24,4 30,0 36,3 43,0 50,1 57,4 64,6
0,7 14,7 19,0 24,0 29,7 36,0 42,9 50,2 57,6 65,0
0,8 14,1 18,4 23,5 29,3 35,8 42,9 50,3 57,8 65,3
0,9 13,6 18,0 23,1 29,0 35,6 42,8 50,2 57,7 65,1
Èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå: åñëè ïðîôèëè,
â âåðõíèõ ÷àñòÿõ ñòîëáöîâ ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè â ñìûñëå îäíîëèñò-
íîñòè îáëàñòè òå÷åíèÿ, òî ïðîôèëè â íèæíèõ ÷àñòÿõ ñòîëáöîâ çàâåäîìî
äàëåêè îò íåîäíîëèñòíûõ, íî ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè â ñìûñëå âûïîë-
íåíèÿ óñëîâèÿ (5.1.46).
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Åñëè b = 5 è ïî-ïðåæíåìó  = 0,087, òî ôóíêöèè ñåìåéñòâà (5.1.47)
è ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìû îïòèìèçèðîâàííûõ ïðîôèëåé íåñêîëüêî èç-
ìåíÿòñÿ (ðèñ. 5.6). Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èçìåíÿþòñÿ äîïóñòèìûå
èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ r1 è r2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(5.1.46). Ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà îïòèìè-
çèðîâàííûõ ïðîôèëåé äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðè Re1 = 10
7, A = 0,0153,
m = 6,  = 0,087 è b = 5 ïðèâåäåíû â òàáë. 5.3. Êàê è âûøå, ïðî-
áåëû ñîîòâåòñòâóþò íåäîïóñòèìûì çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ r1 è r2,
à ïîëóæèðíûì âûäåëåíû çíà÷åíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà äëÿ
íåîäíîëèñòíûõ ïðîôèëåé.
Òà á ë èö à 5.3
Ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà îïòèìèçèðîâàííûõ
ïðîôèëåé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ r1 è r2 ïðè Re1 = 10
7,
A = 0,0153, m = 6,  = 0,087, b = 5
K
r1
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
r2
0,1         
0,2         
0,3 16,7        
0,4 15,9 21,2 27,7 35,5 44,6    
0,5 15,2 20,4 27,0 34,8 44,0 54,5 65,9 77,8 89,7
0,6 14,5 19,7 26,3 34,2 43,5 54,2 65,8 78,0 90,2
0,7 13,9 19,1 25,6 33,6 43,1 53,9 65,8 78,2 90,6
0,8 13,3 18,5 25,0 33,1 42,7 53,7 65,7 78,3 91,0
0,9 12,6 17,8 24,4 32,6 42,3 53,4 65,5 78,2 91,0
Â äàííîì ñëó÷àå îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ çàòåìíåííûé ïðîôèëü ñ
ïàðàìåòðàìè r1 = 0,8 è r2 = 0,5, èìåþùèé K = 77,8. Êàê è â ïðåäû-
äóùåì ñëó÷àå, â îêðåñòíîñòè ýòîé ýêñòðåìàëè ðàñïîëîæåíû ïî÷òè îä-
íîëèñòíûå ðåøåíèÿ ñ áëèçêèì çíà÷åíèåì àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà.
Îäíî èç íèõ (çàøòðèõîâàííûé ïðîôèëü) ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó r1 = 0,8
è r2 = 0,6, îáëàñòü íåîäíîëèñòíîñòè â îêðåñòíîñòè çàäíåé êðîìêè
çàíèìàåò 2% õîðäû, à K = 78,0.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîôèëü íà ðèñ. 5.4 (ñ K = 55,45 è Re1 = 10
6)
ïðè ñðàâíåíèè ñî øêàëîé ïðîôèëåé íà ðèñ. 5.5 íå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì
(ìàêñèìàëüíîå àýðîäèíàìè÷åñêîå êà÷åñòâî ïðè òîì æå ÷èñëå Ðåéíîëüä-
ñà ðàâíî K = 57,4 äëÿ ïðîôèëÿ ñ ïàðàìåòðàìè r1 = 0,8 è r2 = 0,6).
Âìåñòå ñ òåì, êàê îòìå÷åíî âûøå, íàçâàííûé ïðîôèëü ïðîøåë äî-
ïîëíèòåëüíóþ ïðîâåðêó ïóòåì ðàñ÷åòà ÏÑ è àíàëèçà áåçîòðûâíîñòè
îáòåêàíèÿ.
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5.1.4. Òî÷íîå ðåøåíèå. Ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíê-
öèè Q() ïðè ó÷åòà îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìóì ñêîðîñòè ïîëíî-
ñòüþ àíàëîãè÷åí èçëîæåííîìó â ðàçä. 4.3 è îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó
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);) sin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 = 2(b  1) sin:
(5.1.48)
Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ Q() ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ
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) = lnmin
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ãäå 0 è 2  ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.1.48). Èç (5.1.49) âèä-
íî, ÷òî ôóíêöèÿ v() íå èìååò íóëåé (â òîì ÷èñëå è â ïåðåäíåé
êðèòè÷åñêîé òî÷êå) è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïîïàäàåò â äîïóñòèìûé êëàññ
(òàê æå, êàê P() èç-çà ëîãàðèôìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé íå ïîïàäàåò









maxf0, 0 + 2 sin   vb 2maxM(,)g d,
öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèøü äëÿ îöåíêè àýðîäè-
íàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà K ñâåðõó ñì. (5.1.28):
K 6 eK  4 sin (2Re1)1=(m+1)
AE
:
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Äëÿ ñðàâíåíèÿ ôóíêöèé K() è eK() ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.1.48)
ðåøàëàñü ÷èñëåííî ïðè óñëîâèè (5.1.37) â äèàïàçîíå vmax 2 [1,1, 4],
à çàòåì âû÷èñëÿëàñü âåëè÷èíà E. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íåðàâåíñòâî
K() 6 eK() âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ  è
vmax èç èíòåðâàëîâ èõ îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì îòíîøåíèå K
()= eK()
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0,50,6. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå âåðõíåé îöåí-
êè àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ
K(), ÷òî è ñäåëàíî âûøå.
5.1.5. Óñëîâèÿ áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ. Óñëîâèÿ áåçîòðûâíî-
ñòè îáòåêàíèÿ íàêëàäûâàþò äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ðàñïðåäå-
ëåíèå ñêîðîñòè [s()], è, ñëåäîâàòåëüíî, íà óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ
P (). Âûðàçèì ñíà÷àëà ýòî îãðàíè÷åíèå â ñëó÷àå c2 = 0, âîñïîëüçî-
âàâøèñü êðèòåðèÿìè áåçîòðûâíîñòè, ïîäðîáíî îïèñàííûìè â ï. 1.3.1.
Êðîìå òîãî, ïî-ïðåæíåìó áóäåì ñ÷èòàòü " = 2, òàê êàê òîëüêî â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü áåçîòðûâíîñòü òå÷åíèÿ âñþäó íà Lz.
Â ñèëó òåîðåìû 1.1 äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áåçîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ äîñòà-
òî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (1.3.8), ãäå ôîðìïàðàìåòð
èç ôîðìóëû (1.3.5) ñîîòâåòñòâóåò òóðáóëåíòíîìó ÏÑ (stj = s, Cj = 0
ïðè j = 1, 2). Ïîäñòàâèâ â óêàçàííîå íåðàâåíñòâî âûðàæåíèå (1.4.18)
äëÿ ñêîðîñòè ïîòîêà ÷åðåç óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ P () è ñ÷èòàÿ




P 0()  0,5 tg    
2
i
> g0jG2(P ,;), j = 1, 2, (5.1.50)
ãäå
 2 [ ,] ïðè j = 1,  2 [, 2   ] ïðè j = 2,








ôóíêöèÿ G1(P ,, b;) îïðåäåëåíà â (5.1.24). Äàëåå, ïîñòîÿí-
íûå g0j > g0, ãäå êîíñòàíòà g0 = f0=a ñâÿçàíà ñ ìåòîäîì ðàñ-
÷åòà ÏÑ. Â ÷àñòíîñòè, g0 =  5,13 ïî Êî÷èíóËîéöÿíñêîìó,
g0 = ( 4,5)  ( 3,8) ïî ÏðàíäòëþÁóðè, g0 = ( 2,6)  ( 1,7) ïî
Ëîéöÿíñêîìó è g0 = ( 0,8)  ( 0,7) ïî Áàì-Çåëèêîâè÷ó. Óñëîâèå
(5.1.50) âìåñòå ñ ðàâåíñòâàìè (5.1.5) îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî U äîïó-
ñòèìûõ ôóíêöèé P (). Â îòëè÷èå îò ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé (5.1.5)
íåðàâåíñòâî (5.1.50) âåñüìà ñëîæíîå, â ÷àñòíîñòè, îòêðûò âîïðîñ î
âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà U . Â êà÷åñòâå óïðîùåííûõ óñëîâèé áåçîò-
ðûâíîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü îãðàíè÷åíèÿ, îïðåäåëÿþùèå íåêîòîðóþ




P 0()  0,5 tg    
2
i
>  Dj , j = 1, 2, (5.1.51)
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ãäå D1, D2 ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Îòìåòèì, ÷òî ïðè Dj = 0 ñî-
îòíîøåíèÿ (5.1.51) äàþò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîíîòîí-
íîñòè ôóíêöèè v(s) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòÿõ Lz è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, åñëè îòûñêèâàåòñÿ ðåøåíèå ñ ìîíîòîííûì
ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòè íà îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé ïðîôèëÿ. Îãðàíè-
÷åíèÿ (5.1.51) ñîõðàíÿþò âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,
êîòîðîå îáîçíà÷èì U1 è ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
íà U1 òî÷êè ìèíèìóìà ñòðîãî âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà I0(P ). Ïðè ýòîì
ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá îïòèìàëüíîì âûáîðå ïîñòîÿííûõ
D1 è D2, òàê êàê ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïîñòîÿííûõ U
T
U1 6= ?.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðå÷ü èäåò î íàèëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà U
ìíîæåñòâîì U1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà I0. Îäèí
èç àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ òàêîé àïïðîêñèìàöèè îïèñàí â ðàáîòå [44].
Åãî ðåàëèçàöèÿ ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì áîëüøîãî ÷èñëà îïòèìèçàöèîííûõ
çàäà÷, íî íà êàæäîì øàãå èòåðàöèé â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà U1
è ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèîíàëà I0(P ) ãàðàíòèðîâàíû ñóùåñòâîâà-
íèå è åäèíñòâåííîñòü ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî
ïðîôèëè, ïîëó÷åííûå â îáùåì ñëó÷àå è ïðè àïïðîêñèìàöèè (5.1.51),
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, åñëè îòûñêèâàåòñÿ ðåøåíèå ñ ìîíîòîííûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì ñêîðîñòè íà îäíîé èç åãî ïîâåðõíîñòåé (ò. å. g0j = 0 èëè
Dj = 0 ïðè j = 1 èëè j = 2). Ñëåäîâàòåëüíî, íàçâàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå òî÷íîé.
Â ñëó÷àå äîçâóêîâîãî òå÷åíèÿ ãàçà, èñïîëüçîâàâ âûðàæåíèå (5.1.32)
äëÿ ñêîðîñòè ïîòîêà, âûðàæåíèå (5.1.33) è óñëîâèå (1.3.8) áåçîòðûâ-
íîñòè òóðáóëåíòíîãî ÏÑ, ïðè " = 2 ñíîâà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî âèäà
(5.1.50), ãäå ôóíêöèþ P () íóæíî çàìåíèòü íà P () + lnT (P , b;).
Äàëåå, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ó áåçîòðûâíî îáòåêàåìûõ êðûëîâûõ
ïðîôèëåé, îáëàäàþùèõ õîðîøèìè àýðîäèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè ïðè ðàñ÷åòíîì óãëå àòàêè, äàæå ïðè íåáîëüøèõ åãî èçìåíåíèÿõ
ìîæåò ïðîèçîéòè óõóäøåíèå ýòèõ õàðàêòåðèñòèê èç-çà âîçíèêàþùåãî
îòðûâà ïîòîêà. Ïîýòîìó âàæíî îáåñïå÷èòü áåçîòðûâíîå îáòåêàíèå íå
òîëüêî íà ðàñ÷åòíîì óãëå àòàêè, íî è â íåêîòîðîì äèàïàçîíå óãëîâ
àòàêè.
Êàê ïîêàçàíî â ï. 1.3.2, áåçîòðûâíîñòü îáòåêàíèÿ ïðîôèëÿ ïîë-
íîñòüþ òóðáóëåíòíûì ïîòîêîì íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â äèàïàçîíå
óãëîâ àòàêè  = 1   2,  2 [2,1], ãàðàíòèðóåòñÿ îäíîâðåìåííûì
âûïîëíåíèåì íåðàâåíñòâ
f(v1; s1, s) > f0, s 2 [s1,L]; f(v2; s2, s) > f0, s 2 [0, s2]:
Çäåñü vj(s)ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè íà âåðõíåé (j = 1) è íèæíåé
(j = 2) ïîâåðõíîñòÿõ ïðîôèëÿ ïðè åãî îáòåêàíèè ïîä óãëàìè àòàêè
1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî; sj äóãîâûå àáñöèññû òî÷åê ðàçâåòâëåíèÿ
ïîòîêà ïðè  = j . Ôîðìïàðàìåòð f(vj ; sj , s) îïðåäåëåí ôîðìóëîé
(1.3.13). Ïåðåéäÿ â íåé ê ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè êàê ôóíêöèè ïî-
ëÿðíîãî óãëà  (ñì. (5.1.3)) è ó÷òÿ, ÷òî àáñöèññàì sj ñîîòâåòñòâóþò
óãëû j =  + 2j , ïîëó÷èì óñëîâèå áåçîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ âñåé
6 À. Ì. Åëèçàðîâ
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ïîâåðõíîñòè ïðîôèëÿ ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíûì ïîòîêîì â äèàïàçîíå




P 0()  0,5 tg    
2
i
> g0jG2(P ,j ;), (5.1.52)
 2 [0,1] ïðè j = 1;  2 [2, 2] ïðè j = 2:
Ýòî óñëîâèå ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè óãëà  = 0 èç äèàïàçîíà
 = 1   2 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî êàê äîïîëíèòåëüíîå ïðè ðåøåíèè
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì â ðàìêàõ ñàìîãî äèàïàçîíà [2,1]
ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà óãîë  = 0 äëÿ öåëåâîãî ôóíê-
öèîíàëà ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì îïòèìèçàöèè.
5.1.6. Óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè ðåøåíèÿ. Î÷åâèäíûì è îòíîñè-
òåëüíî íåñëîæíûì óñëîâèåì ïðîñòîòû êîíòóðà Lz ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå
ïîëîæèòåëüíîñòè òîëùèíû ïðîôèëÿ, êîòîðîå â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
ïðèíèìàåò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä. Äàëåå, òàê êàê íàðóøåíèå îäíîëèñò-
íîñòè îáëàñòè òå÷åíèÿ ïðîèñõîäèò, êàê ïðàâèëî, â îêðåñòíîñòè çàäíåé
êðîìêè ïðîôèëåé, äðóãèì ïðèáëèæåííûì óñëîâèåì ïðîñòîòû Lz ìîæåò
ñëóæèòü íåðàâåíñòâî, îáåñïå÷èâàþùåå ïîëîæèòåëüíîñòü òîëùèíû â
ýòîé ÷àñòè ïðîôèëÿ. Âñå ýòè íåðàâåíñòâà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â
âèäå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ P (), îäíàêî ãðîìîçä-
êîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé ïðèâîäèò ê áîëüøèì òðóäíîñòÿì
ïðè ðàñ÷åòàõ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïðîñòûõ è â òî æå
âðåìÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûõ ïðèáëèæåííûõ óñëîâèÿõ îäíîëèñòíî-
ñòè. Ïðèâåäåì îäíî èç íèõ.
Ïðè àíàëèçå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè
v0() =
(
v01(),  2 [0,],
v02(),  2 [, 2],
ñîîòâåòñòâóþùåãî áåñöèðêóëÿöèîííîìó îáòåêàíèþ ïðîèçâîëüíîãî ïðî-
ôèëÿ, áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ãðàôèêè ôóíêöèé v
01
() = v01(2   ) è
v
02
() = v02() + 2v0(0),  2 [, 2], â êàêîé-òî ìåðå ïîâòîðÿþò ôîðìó
ñàìîãî ïðîôèëÿ, îñîáåííî â îêðåñòíîñòè çàäíåé êðîìêè, ãäå, êàê ïðà-
âèëî, ïðîèñõîäèò ñàìîïåðåñå÷åíèå êîíòóðà (ôóíêöèè v0j() è v

0j()
äëÿ ïðîôèëÿ Æóêîâñêîãî ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé tmax = 18% ïðåä-
ñòàâëåíû â [35, ï. 45]). Íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèåé ýòîìó æå ôàêòó





() = const è íàçâàííûé ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ
îòðåçêîì ïðÿìîé. Àíàëèç áîëüøîãî ÷èñëà îäíîëèñòíûõ êîíòóðîâ ïîêà-
çàë, ÷òî ãðàôèêè ôóíêöèé v
0j() ïåðåñåêàþòñÿ ëèøü â äâóõ òî÷êàõ:
 = 2 è  = , ïðè÷åì ãðàôèê v
02
() íà èíòåðâàëå [, 2] ëåæèò
íèæå v
01
(). Èñõîäÿ èç ýòîãî ýìïèðè÷åñêîãî íàáëþäåíèÿ, ìîæíî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî èñêîìûé êîíòóð Lz áóäåò ïðîñòûì ïðè âûïîëíåíèè
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íåðàâåíñòâà
v01()  v02(2   ) > 2v0(0),  2 [0,0], (5.1.53)
ãäå 0 6 íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ âåëè÷èíà. Èñïîëüçîâàâ ôîðìóëó
(5.1.20) ïðè  = 0, èç (5.1.53) âûâåäåì íåðàâåíñòâî
(P ;) > 0,  2 [0,0], (5.1.54)
ãäå





fexp[P ()] + exp[P (2   )]g   2 exp[P (0)],
ïðè÷åì äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ïðîôèëåé îíî óïðîñòèòñÿ:







,  2 [0,0]:
Ïåðåïèñàâ (5.1.54) â âèäå
min
2[0,0]
(P ;) > 0
è ñðàâíèâ åãî ñ óñëîâèåì (1.4.23), óáåäèìñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî (5.1.54)
ÿâëÿåòñÿ áîëåå æåñòêèì òðåáîâàíèåì ïî ñðàâíåíèþ ñ íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì îäíîëèñòíîñòè (1.4.23).
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêàçàëè, ÷òî ïðèìåíåíèå îãðàíè÷åíèÿ
(5.1.54) äàåò äîñòàòî÷íî íàäåæíûå ðåçóëüòàòû ïðè ñðàâíèòåëüíî
íåáîëüøèõ çàòðàòàõ ìàøèííîãî âðåìåíè.
Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (5.1.10), (5.1.27) ïðè ôèêñè-
ðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ L, 1 è v1 (èëè 1) äëÿ ìàêñèìèçàöèè âåëè-
÷èí Y , K è ìèíèìèçàöèè X íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ñîîòâåòñòâåí-
íî ôóíêöèîíàëû I0(P ) cosec, E0(P ;) cosec è E0(P ;)=I0(P ) äëÿ
íåñæèìàåìîãî ïîòîêà è òå æå ôóíêöèîíàëû ïðè çàìåíå óïðàâëÿþùåé
ôóíêöèè P () íà P () + lnT (P ,;) äëÿ ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíîãî
òå÷åíèÿ ãàçà íà ìíîæåñòâå U óïðàâëÿþùèõ ãåëüäåðîâñêèõ ôóíêöèé
P (), êîòîðûå ïîìèìî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé (5.1.5) äîëæíû óäîâëå-
òâîðÿòü óñëîâèþ áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ (5.1.50) èëè (5.1.52) è ãà-
ðàíòèðîâàòü ôèçè÷åñêóþ ðåàëèçóåìîñòü ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ, ïðè÷åì
 2 [0,(1)] ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì îïòèìèçàöèè.
Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè óêàçàííûõ ôóíêöèîíàëîâ íà
ìíîæåñòâå U êàê ïðè ôèêñèðîâàííîì, òàê è ïðè ïåðåìåííîì çíà÷åíèè
 è ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè, âûðàæåííîì óñëîâèåì áåçîò-
ðûâíîñòè îáòåêàíèÿ, ðåøåíû ÷èñëåííî [4446]. Ïîëó÷åíû ýêñòðåìàëü-
íûå ôóíêöèè è ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì êðûëîâûå ïðîôèëè.
Íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåíî íèæå.
Íà ìíîæåñòâî U ìîãóò áûòü äîïîëíèòåëüíî íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ,
ñâÿçàííûå ñ ãåîìåòðèåé ïðîôèëÿ (íàïðèìåð îäíî èç óñëîâèé îäíî-
ëèñòíîñòè), à òàêæå îãðàíè÷åíèÿ íà åãî àýðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû
(â ÷àñòíîñòè, íà êîýôôèöèåíòû Cy è Cx (ñì. íèæå (5.3.1), (5.3.2)),
ïðè÷åì êàæäîìó èç ïîñëåäíèõ ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü, êàê è öåëåâîìó
6*
164 Ãë. 5. Âÿçêèå æèäêîñòü èëè ãàç ...
ôóíêöèîíàëó, ñâîå çíà÷åíèå óãëà  2 [2,1]. Ýòî ïîçâîëèò íàéòè
êðûëîâûå ïðîôèëè, îáëàäàþùèå òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè âî âñåì äèà-
ïàçîíå áåçîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ.
5.2. Ïðîôèëè ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû â ãàçå
×àïëûãèíà
5.2.1. Òî÷íîå ðåøåíèå îñíîâíîé âàðèàöèîííîé ÎÊÇÀ. Ïî-
ñòàíîâêà îñíîâíîé âàðèàöèîííîé ÎÊÇÀ äëÿ ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà
àíàëîãè÷íà ïîñòàíîâêå äëÿ ìîäåëè ÈÍÆ ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî
êëàññ L ðàññìàòðèâàåìûõ êîíòóðîâ çàäàåòñÿ âìåñòî (1.4.9) ñ ïîìîùüþ
èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (5.1.2). Ïîñòðîèì òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è â ñëó÷àå " = 1, ñëåäóÿ ñõåìå, èçëîæåííîé â ðàçä. 4.3. Ðàñøè-
ðåííûé ôóíêöèîíàë èìååò òîò æå âèä ñ çàìåíîé I0(P ) íà Ic(P ), èç
íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ýòîãî ôóíêöèîíàëà íàéäåì ñîîòíî-
øåíèå, îïðåäåëÿþùåå âèä ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè P ():
  e P()   c2 e P()M2(,) + g(0,1,2,;) = 0,
îòêóäà ñëåäóåò
P () =   ln(f0,1,2,g;), (5.2.1)











1+ 4c2M(,)  !()  1 cos
o
, (5.2.2)




 M(,)qg2(0,1,2, 0;)  4c2M2(,)

9=; :
Åñòåñòâåííî, èç âûïèñàííûõ âûðàæåíèé ïðè c2 = 0 ïîëó÷àþòñÿ ôîðìó-
ëû (4.3.3) è (4.3.4). Äàëåå, ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ 0, 1 è
2 ïîëó÷àåòñÿ èç (5.1.5) ïîäñòàíîâêîé ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè (5.2.1)









();)] e i  d = B1 + iB2:
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Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ (5.2.2), êàê è â ñëó÷àå ÈÍÆ, îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ñèììåòðèè (   )1= = ()1= . Íàïîìíèì, ÷òî ýòî
ñâîéñòâî ïîçâîëèëî äîêàçàòü ñèììåòðè÷íîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
â ñëó÷àå ìîäåëè ÈÍÆ [41]. Ñóùåñòâåííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî
ôàêòà áûëî ðàâåíñòâî íóëþ ïðàâîé ÷àñòè â (4.3.7). Â äàííîì ñëó÷àå
ñâîéñòâî ñèììåòðèè òàêæå èìååò ìåñòî, òàê êàê B1 = 0.
Èòàê, ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé
ÎÊÇÀ äëÿ ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà è ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ.
5.2.2. Îïòèìèçèðîâàííûå ôîðìû, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå òî÷-
íûõ è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû è ðåçóëüòàòû
ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ðàçíûõ íàáîðîâ  è vmax ïîäòâåðäèëè
âñå òåíäåíöèè èçìåíåíèÿ îïòèìèçèðîâàííûõ ôîðì, óñòàíîâëåííûå â
ðàìêàõ ìîäåëè ÈÍÆ. Òàê, íà ðèñ. 5.7 è ðèñ. 5.8 ïðèâåäåíû ïðèìåðû
îïòèìàëüíûõ êîíòóðîâ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå òî÷íûõ ðåøåíèé ïðè
ðàçíûõ ÷èñëàõ Ìàõà M1 äëÿ  = 0,1 ( 5,7), à òàêæå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè. Çàòåìíåííûìè êðóæêàìè îáîçíà-























Ðèñ. 5.7. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû, ïîëó÷åííûå ïðè  = 0,1 äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé
M1 (à) è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè (á)
êîíòóðû îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñèììåòðèè, êàê è â ñëó÷àå ÈÍÆ, òîãäà
êàê òîëùèíà ïðîôèëåé èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Ìàõà M1;
õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíûõ ïðîôèëåé ïðèâåäåíû â òàáë. 5.4. Ñïëîø-
íîé ëèíèåé íà ðèñ. 5.7 èçîáðàæåíà îêðóæíîñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
â ïîòîêå ÈÍÆ. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà M1 îïòèìàëüíûå êîíòóðû âñå
áîëüøå îòëè÷àþòñÿ îò îêðóæíîñòè (øòðèõîâàÿ, øòðèõïóíêòèðíàÿ è
ïóíêòèðíàÿ ëèíèè), à òîëùèíà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîôèëåé ñ ðîñòîì
M1 ñíà÷àëà óâåëè÷èâàåòñÿ (äî çíà÷åíèÿ M1 = 0,328, ñì. òàáë. 5.4), à
çàòåì óìåíüøàåòñÿ, ïðè ýòîì âåðõíÿÿ ïîâåðõíîñòü îïòèìàëüíûõ ïðî-
ôèëåé ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïîëîãîé áûñòðåå, ÷åì íèæíÿÿ. Îòìåòèì òàêæå,
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÷òî ïðè  = 0,1 è M1 < 0,328 ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè íà
îïòèìàëüíûõ ïðîôèëÿõ íå äîñòèãàåò 1, ò. å. îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìóì
ñêîðîñòè âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Êðîìå òîãî, ýòè ðåçóëüòàòû ïðàê-
























Ðèñ. 5.8. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû, ïîëó÷åííûå ïðè  = 0,1 äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé
M1 (à) è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè (á)
Ò à á ë èö à 5.4





0,00 1,0000 5,7296 0,7987 0,1997
0,10 1,0186 5,8659 0,8016 0,2004
0,15 1,0429 6,0408 0,8053 0,2013
0,20 1,0781 6,2947 0,8105 0,2026
0,30 1,1867 9,2984 0,8256 0,2064
0,328 1,2135 11,9871 0,8309 0,2077
0,40 1,1281 15,1600 0,8438 0,2109
0,45 0,9467 12,1129 0,8473 0,2118
0,50 0,7366 7,9666 0,8447 0,2112
0,60 0,4094 2,3608 0,8090 0,2023
Ñëó÷àé M1 = 0,328 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5.9 (îïòèìàëüíûé ïðî-
ôèëü êîíòóð 2); õîðäîâàÿ äèàãðàììà ñêîðîñòè (ëèíèÿ 1) äîñòèãàåò
ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ max = 1 â åäèíñòâåííîé òî÷êå êîíòóðà; òî÷êè
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ðàçâåòâëåíèÿ è ñõîäà ïîòîêà îòìå÷åíû çàòåìíåííûìè êðóæêàìè. Íà
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Ðèñ. 5.9. Îïòèìàëüíûé ïðîôèëü (2)
è õîðäîâàÿ äèàãðàììà ñêîðîñòè (1)
ïðè  = 0,1 è M1 = 0,328
M1 äî îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ ìî-
íîòîííî âîçðàñòàþò âåëè÷èíû tmax,
, Cy è, ñîîòâåòñòâåííî, 
; çàòåì
ïðîèñõîäèò ìîíîòîííîå óáûâàíèå
ýòèõ õàðàêòåðèñòèê. Êàê îòìå÷åíî
âûøå, äëÿ ìàêñèìàëüíîé òîëùèíû
tmax òàêèì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì
ïðè  = 0,1 ñëóæèò M1 = 0,328.
Òàê êàê íàøåé öåëüþ ÿâëÿåò-
ñÿ ìàêñèìèçàöèÿ êîýôôèöèåíòà Cy,
èíòåðåñíî ïðîàíàëèçèðîâàòü îòìå-
÷åííîå ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ýòîé
õàðàêòåðèñòèêè âî âñåì èíòåðâàëå
èçìåíåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî óãëà àòà-
êè. Äëÿ ýòîãî ïðè ðàçíûõ çíà÷åíè-
ÿõ  áûëè ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè
Cymax = Cymax(M1) ìàêñèìàëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ Cymax êîýôôèöèåíòà
ïîäúåìíîé ñèëû îò ÷èñëà Ìàõà M1
íàáåãàþùåãî ïîòîêà, õàðàêòåðèçóþùèå îïòèìèçèðîâàííûå ðåøåíèÿ.
Ýòè çàâèñèìîñòè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.10 è ðèñ. 5.11. Íà ïåðâîì
ïðåäñòàâëåí âåñü èíòåðâàë [0, 90] èçìåíåíèÿ . Íà âòîðîì ïîäðîá-
íî ïðîàíàëèçèðîâàí èíòåðâàë [0, 20]. Ëåâûå êîíöû ñïëîøíûõ ëèíèé
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Ðèñ. 5.10. Çàâèñèìîñòè Cymax = Cymax(M1) äëÿ ðàçíûõ  2 [0, 90
] ñ øà-
ãîì 10
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Ðèñ. 5.11. Çàâèñèìîñòü Cymax = Cymax(M1) äëÿ ðàçíûõ  2 [0, 20
] ñ øà-
ãîì 1
Ðèñ. 5.12ðèñ. 5.15 èëëþñòðèðóþò îòìå÷åííûå âûøå òåíäåíöèè
èçìåíåíèÿ ôîðìû è ïàðàìåòðîâ îïòèìàëüíûõ ïðîôèëåé. Íà íèõ èçîá-
ðàæåíû îïòèìàëüíûå ïðîôèëè (êîíòóðû 2) è ñîîòâåòñòâóþùèå õîðäî-














-1 0 -1 0 -1 0
Ðèñ. 5.12. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó ðåøåíèþ, ïðè
" = 1,  = 5 è M1 = 0,0001; 0,4; 0,6; 0,721
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M1 è . Êðóæêàìè îáîçíà÷åíû òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ è ñõîäà ïîòîêà.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ  èìåþòñÿ îïòèìàëüíûå ïðîôèëè ñ äâóìÿ
ïîëêàìè (ñì. ðèñ. 5.12). Â òàáë. 5.5 ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðèñòèêè
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî  óêàçàíî
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Ðèñ. 5.13. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó ðåøåíèþ, ïðè
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Ðèñ. 5.14. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó ðåøåíèþ, ïðè
" = 1,  = 20 è M1 = 0,0001; 0,36; 0,4; 0,495
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îáëàñòè òå÷åíèÿ (òàêèì ïàðàì (M1,) ñîîòâåòñòâóþò ïðàâûå êîíöû
ñïëîøíûõ êðèâûõ íà ðèñ. 5.10 è ðèñ. 5.11). Îäèí èç òàêèõ ïðèìåðîâ
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Ðèñ. 5.15. Îïòèìàëüíûå êîíòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó ðåøåíèþ, ïðè





















Ðèñ. 5.16. Îïòèìàëüíûé ñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ êîíòóð, ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷-
íîìó ðåøåíèþ, ïðè " = 1,  = 30 è M1 = 0,47
Íà ðèñ. 5.17 è â òàáë. 5.6 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå òî÷íîãî (ñïëîøíûå
ëèíèè) è ÷èñëåííîãî (ïóíêòèðíûå ëèíèè) ðåøåíèé çàäà÷è, à òàêæå
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Ò à á ë èö à 5.5
Õàðàêòåðèñòèêè òî÷íûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ " = 1 ïðè





0,0001 0,9997 5,0000 0,6972 0,1743
0,4 1,1443 15,2812 0,7372 0,1843
0,6 0,4309 2,9498 0,7108 0,1777
0,721 0,1684 0,3393 0,6401 0,1600
 = 10
0,001 0,9999 10,0000 1,3892 0,3473
0,3 1,1804 16,6797 1,4392 0,3598
0,4 1,0084 17,1004 1,4679 0,3670
0,5761 0,3245 1,8868 1,3686 0,3422
 = 20
0,001 0,9996 20,0000 2,7362 0,6840
0,36 0,9075 19,9129 2,8890 0,7223
0,4 0,7012 12,5407 2,8739 0,7185
0,495 0,2434 1,2771 2,6323 0,6581
 = 30
0,001 0,9998 30,0010 4,0000 1,0000
0,32 0,8812 25,0331 4,2430 1,0608
0,46 0,0031 0,1937 3,3679 0,8420
0,47 ðåøåíèå ñ íåîäíîëèñòíîé îáëàñòüþ òå÷åíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ õîðäîâûõ äèàãðàìì ñêîðîñòè. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïî-
ñòðîåíî ìåòîäîì, îïèñàííûì â ï. 4.2.2. Âèäíî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ýòèõ
ðåøåíèé, ÷òî ïîñëóæèëî îñíîâàíèåì ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà
äëÿ îïòèìèçàöèè êîíòóðîâ ñ îñòðîé çàäíåé êðîìêîé. Âðåìÿ ðàñ÷åòà
ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èëîñü.
Íà ðèñ. 5.18 ïîêàçàíû îïòèìàëüíûå ïðîôèëè (êîíòóðû 2) è ñî-
îòâåòñòâóþùèå õîðäîâûå äèàãðàììû ñêîðîñòè (ëèíèè 1) äëÿ ñëó÷àÿ
çàîñòðåííîé çàäíåé êðîìêè (" = 2) ïðè  = 10 è ðàçíûõ 1. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîôèëåé ïðåäñòàâëåíû â íèæíåé ÷àñòè
òàáë. 5.6. Èç ðèñ. 5.18 âèäíî, ÷òî áîëüøèå ãðàäèåíòû ñêîðîñòè â
îêðåñòíîñòè çàäíåé êðîìêè áóäóò ïðèâîäèòü ê îòðûâó ïîòîêà, ïîýòî-
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ìó â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ ïðè îïòèìèçàöèè áûëî
ïðèìåíåíî óñëîâèå áåçîòðûâíîñòè (1.3.8). Ïîëó÷åííûå îïòèìàëüíûå
áåçîòðûâíûå êðûëîâûå ïðîôèëè ïðè  = 0,1 ïîêàçàíû íà ðèñ. 5.19, à
ïðè ðàçíûõ ÷èñëàõ Ìàõà (øòðèõîâàÿ ëèíèÿM1 = 0,3, ïóíêòèðíàÿ
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Ðèñ. 5.17. Îïòèìàëüíûå ïðîôèëè (2) è õîðäîâûå äèàãðàììû ñêîðîñòè (1) äëÿ
" = 1,  = 10 è 1 = 0,3; 0,4; 0,5; 0,6
Ò à á ë èö à 5.6
Õàðàêòåðèñòèêè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðè  = 10 è ðàçíûõ 1
1 M1 tmax 
 Cy 

Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ " = 1
0,3 0,2759 1,1507 16,4603 1,4314 0,3579
0,4 0,3701 1,1111 18,6000 1,4621 0,3655
0,5 0,4663 0,7277 9,5704 1,4614 0,3654
0,6 0,5649 0,3584 2,1642 1,3829 0,3457
×èñëåííûé ìåòîä äëÿ " = 1
0,3 0,2759 1,1486 16,0001 1,4314 0,3570
0,4 0,3701 1,1097 18,5177 1,4620 0,3650
0,5 0,4663 0,7252 8,7196 1,4610 0,3650
0,6 0,5649 0,3582 2,0189 1,3828 0,3450
×èñëåííûé ìåòîä äëÿ " = 2
0,3 0,2759 1,0477 2,8241 1,4102 0,3525
0,4 0,3701 1,0246 5,6698 1,4420 0,3605
0,5 0,4663 0,6907  1,0274 1,4397 0,3592
0,6 0,5649 0,3472  7,5700 1,3533 0,3383
5.2. Òî÷íîå ðåøåíèå îñíîâíîé âàðèàöèîííîé ÎÊÇÀ 173














-1 0 -1 0 -1 0
Ðèñ. 5.18. Îïòèìàëüíûå ïðîôèëè (êîíòóðû 2) è õîðäîâûå äèàãðàììû ñêîðîñòè


















Ðèñ. 5.19. Îïòèìàëüíûå áåçîòðûâíûå êðûëîâûå ïðîôèëè (a) è ðàñïðåäåëåíèÿ
ñêîðîñòè (b) ïðè  = 10 è ðàçíûõ ÷èñëàõ M1
Òà á ë èö à 5.7
Õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíûõ áåçîòðûâíûõ ïðîôèëåé, ïîñòðîåííûõ




0,3 0,3683 0,0000 0,7793 0,1950
0,5 0,3278  1,400 0,7784 0,1940
0,6 0,2512  2,6254 0,7643 0,1912
Â çàêëþ÷åíèå íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå.
Êàê îòìå÷åíî â çàìå÷àíèè 5.1, çàìåíîé ïåðåìåííûõ R() = P () +
+ lnT (P ,;) ôóíêöèîíàëû Ic(P ) è Ec(P ,) ñâîäÿòñÿ ê ôóíêöèî-
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íàëàì I0(R) è E0(P ,). Â ýòîì ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëå-
íèÿìè íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ÿâíîå âûðàæåíèå óïðàâëÿþùåé
ôóíêöèè P () ÷åðåç íîâóþ óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ R():





j2 2" exp[2R()] + 1
:
(5.2.3)
Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì ìàëîñòè âåëè÷èíû c2 ïîñëå ðàçëîæå-
íèÿ âûðàæåíèÿ ïîä ëîãàðèôìîì â ñòåïåííîé ðÿä â îêðåñòíîñòè c2 = 0
ïîëó÷èì
P () = R() + 2c4M2(,)
2 sin  + 
2
2 2" exp[2R()] + o(c4):
Ñëåäîâàòåëüíî, îòáðîñèâ ÷ëåíû ïîðÿäêà ìàëîñòè c4 è âûøå, ñ äîñòà-
òî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ R() óäîâëå-
òâîðÿåò òåì æå îãðàíè÷åíèÿì ïðè îïòèìèçàöèè, ÷òî è óïðàâëÿþùàÿ
ôóíêöèÿ P (). Â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðà îïòèìèçàöèè êîýôôèöèåíòà
ïîäúåìíîé ñèëû è àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà â ðàìêàõ ìîäåëè ãàçà
×àïëûãèíà ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà I0(R) ïðè îãðàíè÷å-
íèÿõ (5.1.5), (5.1.6), ãäå P () çàìåíåíà íà R(), ò. å. ê óæå ðåøåííîé
îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å äëÿ ìîäåëè ÈÍÆ. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ýêñòðå-
ìàëüíîé ôóíêöèè R() ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ôóíêöèþ P() íàéäåì
èç (5.2.3), à ïî ïîñëåäíåé, èñïîëüçîâàâ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
ðåøåíèÿ îñíîâíîé ÎÊÇÀ äëÿ ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà, ïîñòðîèì êîíòóð
èñêîìîãî ïðîôèëÿ îïòèìàëüíîé ôîðìû.
Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå â ñëó÷àå ìîäåëè ãàçà
×àïëûãèíà ïî îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðå, ïîäòâåðäèëè òåíäåíöèè èç-
ìåíåíèÿ ôîðìû îïòèìàëüíûõ ïðîôèëåé ïðè èçìåíåíèè  (íàïîìíèì,
÷òî â äàííîì ñëó÷àå âåëè÷èíà max = 1 è âàðüèðîâàòüñÿ íå ìîæåò).
5.3. Îïòèìèçèðîâàííûå ïðîôèëè â âÿçêîì ïîòîêå
5.3.1. Áåçîòðûâíûå ïðîôèëè ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû.
Ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ áåçîòðûâíîñòè, à
òàêæå âåëè÷èíû óãëà  íà ôîðìó îïòèìèçèðîâàííûõ ïðîôèëåé áûëà
ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïåðâàÿ ñåðèÿ ðàñ÷å-
òîâ âûÿâèëà çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ îïòèìèçàöèè îò òåîðåòè÷åñêîãî
óãëà àòàêè .
Íà ðèñ. 5.20ðèñ. 5.22 ïðåäñòàâëåíû ïðîôèëè ìàêñèìàëüíîé ïîäú-
åìíîé ñèëû (è ðàñïðåäåëåíèÿ v(s) äëÿ íèõ), áåçîòðûâíûå ïî ðàç-
íûì êðèòåðèÿì è ïîëó÷åííûå ïðè ðàçëè÷íûõ  ( = 0,1  ëèíèè 1,
 = 0,15 ëèíèè 2 è  = 0,2  ëèíèè 3). Â òàáë. 5.8 ïðèâåäåíû õàðàê-




ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà I0.
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Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ âîçðàñòàíèåì  óâåëè÷èâàåòñÿ ðàñ÷åòíûé óãîë
àòàêè  è íåçàâèñèìî îò êðèòåðèÿ áåçîòðûâíîñòè îïòèìàëüíûå ïðîôè-
ëè ñòàíîâÿòñÿ òîíüøå, à âåëè÷èíû Cy, Cx è K ïîâûøàþòñÿ. Óâåëè-
÷èâàåòñÿ ãðàäèåíò ñêîðîñòè â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà.
Ïðè îñëàáëåíèè êðèòåðèÿ áåçîòðûâíîñòè (íàïðèìåð ïðè ïåðåõîäå îò
óñëîâèÿ Ëîéöÿíñêîãî ê óñëîâèþ Êî÷èíàËîéöÿíñêîãî äëÿ íåèçìåííîãî
























Ðèñ. 5.20. Ïðîôèëè ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû, áåçîòðûâíûå ïî Ëîéöÿí-



























Ðèñ. 5.21. Ïðîôèëè ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû, áåçîòðûâíûå ïî
ÏðàíäòëþÁóðè ïðè ôèêñèðîâàííîì : àîïòèìèçèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ




























Ðèñ. 5.22. Ïðîôèëè ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû, áåçîòðûâíûå ïî
Êî÷èíóËîéöÿíñêîìó ïðè ôèêñèðîâàííîì : àîïòèìèçèðîâàííûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñêîðîñòè; áôîðìû îïòèìèçèðîâàííûõ ïðîôèëåé
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Òà á ë èö à 5.8
Õàðàêòåðèñòèêè îïòèìèçèðîâàííûõ ïðîôèëåé
Ðèñóíîê Ïîç.   b=L tmax% Cy Cx K I

0
1 0,10 4,0 0,46 26,2 0,75 0,013 55,7 3,61
5.20 2 0,15 5,8 0,47 20,8 1,08 0,013 81,2 3,67
3 0,20 8,6 0,48 14,8 1,39 0,014 99,5 3,75
1 0,10 4,7 0,46 31,5 0,78 0,016 49,2 3,55
5.21 2 0,15 6,1 0,46 27,3 1,13 0,016 72,4 3,60
3 0,20 8,4 0,47 21,5 1,45 0,016 91,8 3,66
1 0,10 6,1 0,45 34,4 0,79 0,018 43,2 3,52
5.22 2 0,15 7,7 0,46 29,8 1,15 0,018 62,5 3,55
3 0,20 10,5 0,47 22,9 1,48 0,019 78,2 3,60
ëè÷èâàþòñÿ, îäíàêî ïðè ýòîì îäíîâðåìåííî ðàñòóò óãëû àòàêè è êîýô-
ôèöèåíòû ïðîôèëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, à àýðîäèíàìè÷åñêîå êà÷åñòâî
ïàäàåò. Îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ïðîôèëåé ïðè ðàñøèðåíèè ìíîæåñòâà
óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ðàñòåò, îòíîøåíèå õîðäû ïðîôèëÿ ê ïåðèìåòðó
åãî êîíòóðà ïðè óâåëè÷åíèè  òàêæå âîçðàñòàåò.
Êàê ïîêàçàíî â ï. 1.3.1 (ñì. òàáë. 1.1), çíà÷åíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ
êîíñòàíò a è b â êðèòåðèÿõ áåçîòðûâíîñòè èìåþò íåçíà÷èòåëüíûé
ðàçáðîñ, â òî âðåìÿ êàê ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôîðìïàðàìåòðà f0 ñó-
ùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîñòîÿííûå a = 1,17, b = 4,75,
âûáðàííûå ïî ìåòîäó Êî÷èíàËîéöÿíñêîãî, íàèáîëåå áëèçêè ê ñðåä-
íèì çíà÷åíèÿì äëÿ a è b, ìîæíî ïðèáëèæåííî ðàññìàòðèâàòü ìå-
òîäû ÏðàíäòëÿÁóðè è Ëîéöÿíñêîãî êàê áîëåå æåñòêèå âàðèàíòû
ðåàëèçàöèè óñëîâèÿ Êî÷èíàËîéöÿíñêîãî ïðè çàïàñå áåçîòðûâíîñòè
k 2 [0,8; 0,9] è k 2 [0,3; 0,5] ñîîòâåòñòâåííî. Áóäó÷è íàèáîëåå îãðàíè-
÷èòåëüíûì, êðèòåðèé Ëîéöÿíñêîãî, åñòåñòâåííî, íå ñïîñîáñòâóåò ïî-
ëó÷åíèþ ñàìûõ âûñîêèõ çíà÷åíèé îïòèìèçèðóåìûõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê. Â òî æå âðåìÿ îí äàåò ðåçóëüòàòû íàèáîëåå áëèçêèå ê
êðèòåðèÿì áåçîòðûâíîñòè, ïîñòðîåííûì ïî óòî÷íåííûì ìîäåëÿì. Êðî-
ìå òîãî, ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ áåçîòðûâíîñòè ïîêàçàëî, ÷òî
÷åì æåñò÷å óñëîâèå áåçîòðûâíîñòè, òåì òîíüøå îïòèìàëüíûé ïðîôèëü
è ìåíüøå åãî ïîäúåìíàÿ ñèëà.
Â ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîãäà  ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåò-
ðîì îïòèìèçàöèè, óñòàíîâëåíî, ÷òî ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíà-
ëà J ñ ðîñòîì  òîæå óâåëè÷èâàþòñÿ, íî çíà÷èòåëüíî ìåäëåííåå, ÷åì
sin. Ïîýòîìó ìèíèìóìû ôóíêöèîíàëà I0 ñ âîçðàñòàíèåì  óáûâàþò,
è çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ åãî ýêñòðåìóìà ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å îòûñêàíèÿ
ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû  = , ïðè êîòîðîé ìíîæåñòâî U äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé íå ïóñòî. Êðîìå òîãî, ïðè ðîñòå  îïòèìàëüíûå áåçîòðûâíûå
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ïðîôèëè ñòàíîâÿòñÿ íåîäíîëèñòíûìè, ïîýòîìó íà ìíîæåñòâî äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé íåîáõîäèìî íàëîæèòü îäíî èç îãðàíè÷åíèé, îïèñàííûõ â
ï. 1.4.2.
Íà ðèñ. 5.23 ïðåäñòàâëåíû ïðîôèëè 13, áåçîòðûâíûå ñîîòâåò-
ñòâåííî ïî Ëîéöÿíñêîìó, ÏðàíäòëþÁóðè è Êî÷èíóËîéöÿíñêîìó è
ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà I0 cosec ïðè
P () 2 U ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè îáëàñòè òå÷åíèÿ. Ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ìåíåå æåñòêîãî óñëîâèÿ áåçîòðûâíîñòè êîýôôèöèåíòû
Cy, Cx, óãîë àòàêè , vmax è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå óãëà  âîçðàñ-


























Ðèñ. 5.23. Ïðîôèëè ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû, êîãäà ïàðàìåòð îï-
òèìèçàöèè: àîïòèìèçèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè; ááåçîòðûâíûå
îïòèìèçèðîâàííûå ïðîôèëè
Ò à á ë èö à 5.9
Õàðàêòåðèñòèêè ïðîôèëåé ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû, êîãäà
ïàðàìåòð îïòèìèçàöèè
Ïðîôèëü   b=L tmax% Cy Cx K
1 0,22 9,6 0,48 11,5 1,50 0,014 104,7
2 0,27 10,7 0,48 14,4 1,85 0,017 108,5
3 0,31 13,1 0,47 15,0 2,13 0,023 94,5
Íà ðèñ. 5.24, á ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è ìàêñèìèçàöèè ïîäúåìíîé ñèëû äëÿ ïðîôèëåé ñ áåñêîíå÷íî òîíêîé
çàäíåé êðîìêîé (" = 2) ïðè ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå  = 0,1 è çíà÷å-
íèè f0=a =  5,13 â óñëîâèè áåçîòðûâíîñòè ïî Êî÷èíóËîéöÿíñêîìó
(ñì. òàáë. 1.1) ñ ó÷åòîì ñæèìàåìîñòè ïîòîêà â ðàìêàõ ìîäåëè ãàçà
×àïëûãèíà. Êîíòóð 3 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ M1 = 0,3 (1 = 0,326),
à êîíòóðû 2 è 1M1 = 0,5 (1 = 0,535) è M1 = 0,6 (1 = 0,635).
Âû÷èñëåííûå óãëû àòàêè  ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 4,96, 4,35 è 0,89.
Íà ðèñ. 5.24, à ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðî-
ñòè.
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Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè äëÿ îïòèìèçèðîâàííûõ ïðîôèëåé, îáòåêàåìûõ
























Ðèñ. 5.24. Ïðîôèëè ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû â ãàçå ×àïëûãèíà: àîï-
òèìèçèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè; áôîðìû îïòèìèçèðîâàííûõ ïðî-
ôèëåé
,  , tmax, Cy, Cx, K è b=L ñîõðàíèëèñü. Äàëåå, ïðîôèëè ìèíè-
ìàëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ìàêñèìàëüíîãî àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà,
îïòèìèçèðîâàííûå äëÿ îäíîãî è òîãî æå çíà÷åíèÿ , îïÿòü ïðàêòè÷åñêè
ñîâïàëè. Ñðàâíåíèå ïîñòðîåííûõ â ãàçå ïðîôèëåé è èõ õàðàêòåðèñòèê
ïðè M1 = 0,3 ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè (M1 = 0) ïîêàçàëî, ÷òî ïðè íåçíà÷èòåëüíîé ðàçíèöå â òîëùèíå
(íàïðèìåð, ïðîôèëè ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû ñòàëè òîíüøå â
ñðåäíåì íà 2%) îïòèìàëüíûå î÷åðòàíèÿ êîíòóðîâ â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàëè. Ïðè ýòîì ðàñõîæäåíèå â çíà÷åíèÿõ àýðîäèíàìè-
÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íå ïðåâûñèëî 0,2% äëÿ çíà÷åíèé Cy è 2,3%
äëÿ Cx. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ èçâåñòíûìè
äàííûìè, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ (M1 < 0,3)
ñæèìàåìîñòüþ ïîòîêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ÷èñëà M1 ïðèâåëî ê áîëåå ñóùåñòâåííûì
ðàçëè÷èÿì. Â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ïîäúåìíîé ñèëû ïðè
 = 0,10 è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ M1 ðàñõîæäåíèå ìåæäó îïòèìèçèðîâàí-
íûìè ïðè M1 = 0 è M1 = 0,4 ïðîôèëÿìè ñîñòàâèëî óæå 17,7% â
òîëùèíå è 7%â çíà÷åíèè Cy. Òàêàÿ ðàçíèöà â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
îáóñëîâëåíà âûïîëíåíèåì òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè âåëè÷èíû ñêî-
ðîñòè, âëèÿíèå êîòîðîãî ñ ðîñòîì ÷èñëà M1 ñòàíîâèòñÿ âñå ñèëüíåå.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ó÷åò ñæèìàåìîñòè çàìåòíî ñêàçàëñÿ íà âðåìåíè
ðàñ÷åòîâ. Â ÷àñòíîñòè, îäíà èòåðàöèÿ â çàäà÷àõ ìàêñèìèçàöèè ïîäúåì-
íîé ñèëû è ìèíèìèçàöèè ñîïðîòèâëåíèÿ ïîòðåáîâàëà ñîîòâåòñòâåííî
íà 17% è 41% áîëüøå âðåìåíè, ÷åì äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.
5.3.2. Áåçîòðûâíûå ïðîôèëè ìèíèìàëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.
Â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ïðîôèëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì çíà÷åíèè  (ïðèìåðû îïòèìèçèðîâàííûõ êîíòóðîâ ñì. â [35])
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óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì  (è, ñëåäîâàòåëüíî, ) íåçàâèñèìî
îò êðèòåðèÿ áåçîòðûâíîñòè îïòèìàëüíûå ïðîôèëè ñòàíîâÿòñÿ òîíüøå,
à Cy, Cx, K è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè vmax âîçðàñòàþò (÷òî
ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íî ñâîéñòâàì ïðîôèëåé ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé
ñèëû). Âìåñòå ñ òåì ïðè îñëàáëåíèè óñëîâèÿ áåçîòðûâíîñòè âåëè-
÷èíà Cx íåçíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ è îäíîâðåìåííî óìåíüøàåòñÿ
óãîë àòàêè è âîçðàñòàåò àýðîäèíàìè÷åñêîå êà÷åñòâî. Îòíîñèòåëüíàÿ
òîëùèíà ïðîôèëåé ïðè ðàñøèðåíèè ìíîæåñòâà óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé
óáûâàåò. Îòíîøåíèå b=L ó îïòèìèçèðîâàííûõ ïðîôèëåé äëÿ âñåõ
êðèòåðèåâ áåçîòðûâíîñòè îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûì. Êðîìå
òîãî, â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ âûÿñíèëîñü, ÷òî ôóíêöèîíàëû E0 è E0=I0
íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ ïî ñâîåìó ïîâåäåíèþ â îêðåñòíîñòè ýêñ-
òðåìàëüíûõ òî÷åê, ïîýòîìó ïðîôèëè ìèíèìàëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è
ìàêñèìàëüíîãî êà÷åñòâà, ïîëó÷åííûå èõ ìèíèìèçàöèåé ïðè îäíèõ è
òåõ æå çíà÷åíèÿõ , ïðàêòè÷åñêè ñîâïàëè.
5.3.3. Çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà àýðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåò-
ðû. Íàðÿäó ñ âàðèàöèîííûìè çàäà÷àìè, îïèñàííûìè âûøå, èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà îïòèìèçèðóåòñÿ îäíà èç àýðîäèíàìè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà äðóãèå, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëå-
äóþùèì ñîîáðàæåíèåì.
Î÷åâèäíî, ÷òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü ïðîôèëü, ó êîòîðîãî ñðàçó âñå
àýðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû áûëè áû îïòèìàëüíûìè. Áîëåå òîãî, îï-
òèìèçàöèÿ îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ ÷àñòî ïðèâîäèò ê óõóäøåíèþ äðóãèõ.
Íàïðèìåð, ìàêñèìèçàöèÿ ïîäúåìíîé ñèëû, êàê ïðàâèëî, ñîïðîâîæäà-
åòñÿ ðîñòîì ïðîôèëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ïîýòîìó â çàäà÷àõ ïðîôèëè-
ðîâàíèÿ ïðè îïòèìèçàöèè îäíîé èç àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñäåðæèâàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà äðóãèå, îáåñ-
ïå÷èâ èõ ïðèåìëåìîñòü.
Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ âèäà Cy > Cy, Cx 6 Cx, K > K
(Cy, Cx, K  çàäàííûå âåëè÷èíû) íà ìíîæåñòâî U â ñèëó ñî-
îòíîøåíèé (5.1.10), (5.1.35) è (5.1.34) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå
ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé íà ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèîíàëû:


















Íàëè÷èå ÿâíîé çàâèñèìîñòè v = v(P ,;) â âèäå (5.1.20) ïîçâîëÿåò
òàêæå âêëþ÷èòü â ìíîæåñòâî U îãðàíè÷åíèÿ è íà ðàñïðåäåëåíèå ñêî-
ðîñòè, íàïðèìåð îãðàíè÷èòü ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó ñêîðîñòè.
Íà ðèñ. 5.25 ïðåäñòàâëåíû áåçîòðûâíûå ïî Ëîéöÿíñêîìó ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì çíà÷åíèè  = 0,1 è ÷èñëå Re1 = 10
7 ïðîôèëè ìàêñè-
ìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû (ëèíèÿ 1) è ìèíèìàëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ
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(ëèíèÿ 2). Ïåðâûé èç íèõ ïîëó÷åí ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè
Cx 6 0,011 è èìååò Cy = 0,701; âòîðîé ïîñòðîåí ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ






















Ðèñ. 5.25. Îïòèìèçèðîâàííûå ïðîôèëè, áåçîòðûâíûå ïî Ëîéöÿíñêîìó è ïî-
ñòðîåííûå ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà àýðîäèíàìè÷åñêèå êîýôôèöè-
åíòû: àîïòèìèçèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè; áôîðìû îïòèìèçèðî-
âàííûõ ïðîôèëåé
5.3.4. Îïòèìèçàöèÿ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè. Ãðàíèöû äèà-
ïàçîíà áåçîòðûâíîñòè óãëû 2 è 1 ìîæíî çàäàòü çàðàíåå èëè ñ÷è-
òàòü èõ ïàðàìåòðàìè îïòèìèçàöèè, îïðåäåëÿåìûìè â õîäå ðåøåíèÿ
âìåñòå ñ ôóíêöèåé P ().
Íà ðèñ. 5.26, á ëèíèåé 1 ïîêàçàí áåçîòðûâíûé ïî Êî÷èíó






























Ðèñ. 5.26. Ïðèìåð îïòèìèçàöèè ôîðìû ïðîôèëÿ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè
ïðè ôèêñèðîâàííûõ ãðàíèöàõ ýòîãî äèàïàçîíà: àîïòèìèçèðîâàííûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñêîðîñòè; áïðîôèëè ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû, áåçîòðûâíûå
ïî Êî÷èíóËîéöÿíñêîìó; âïîëÿðíàÿ äèàãðàììà Cy = Cy(Cx)
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ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû, îïòèìèçèðîâàííûé ïðè  = 1 = 0,2,
Re1 = 6  106 ñ îãðàíè÷åíèåì Cx 6 0,017 ïðè  = 1. Ïîëÿðíàÿ äèà-
ãðàììà Cy = Cy(Cx) ýòîãî ïðîôèëÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ó÷àñòêó áåç-
îòðûâíîãî îáòåêàíèÿ, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 5.26, â (ëèíèÿ 1). Êðåñòèêîì
íà äèàãðàììå îòìå÷åíà òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîåêòíûì óñëîâèÿì
( = 0,2, Cx = 0,017, Cy = 1,35).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîôèëÿ, èìåþùåãî ìåíüøåå ñîïðîòèâëåíèå âî
âñåé îáëàñòè áåçîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ, áûëà ðåøåíà ñëåäóþùàÿ çàäà-
÷à. Â òîì æå äèàïàçîíå  2 [0,05; 0,2] ïðè îãðàíè÷åíèÿõ Cy > 1,15,
Cx 6 0,017 íà åãî âåðõíåé ãðàíèöå ìèíèìèçèðîâàëîñü ïðîôèëüíîå
ñîïðîòèâëåíèå ïðè  = 0,1. Ñîîòâåòñòâóþùèå åå ðåøåíèþ ïðîôèëü
è ïîëÿðà ïðåäñòàâëåíû ëèíèÿìè 2 íà ðèñ. 5.26. Êàê âèäèì, ïîëÿðà
ïðîôèëÿ 2 ëåæèò ëåâåå ïîëÿðû ïðîôèëÿ 1 è èìååò áëèçêóþ îáëàñòü
çíà÷åíèé Cy, ñîîòâåòñòâóþùèõ áåçîòðûâíîìó îáòåêàíèþ ýòîãî ïðîôè-
ëÿ. Êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòèêàì
îïòèìèçèðîâàííîãî ïðîôèëÿ ïðè  = 0,1, îòìå÷åíà íà ïîëÿðå 2 êðå-
ñòîì.
Ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé äëÿ ïðîôèëåé 1, 2 ïðè ïðîåêòíûõ óãëàõ
 = 0,2 è  = 0,1 ñîîòâåòñòâåííî ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.26, à.
5.4. Ìàêñèìèçàöèÿ êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Ìàõà äëÿ
íåñóùèõ êðûëîâûõ ïðîôèëåé
Êàê èçâåñòíî, îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ òåîðèè äâèæåíèÿ ãàçà îêîëî
òåë çàäàííîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ ÷èñëà
Ìàõà M1 íàáåãàþùåãî ïîòîêà, ïðè êîòîðîì òå÷åíèå îñòàåòñÿ âñþäó
äîçâóêîâûì. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà M ýòîãî äèàïàçîíà íàçûâàåòñÿ êðèòè-
÷åñêèì ÷èñëîì Ìàõà è ñëóæèò ïàðàìåòðîì, ïî êîòîðîìó îöåíèâàþò
àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îêîëîçâóêîâûõ êðûëîâûõ ïðîôèëåé.
Ïðè M1 6 M äëÿ íèõ ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà M êîýôôèöèåíò âîë-
íîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ Cx = 0. Êðèòè÷åñêîå ÷èñëî Ìàõà îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìîé îáòåêàåìîãî ïðîôèëÿ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îöåíêà
M äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîôèëåé è íàõîæäåíèå êîíôèãóðàöèé, êîòîðûå
îáòåêàþòñÿ äîçâóêîâûì ïîòîêîì ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì M1.
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå â ðàìêàõ ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà çàäà÷à ìàê-
ñèìèçàöèè M1 äëÿ âûáðàííîãî êëàññà íåñóùèõ êðûëîâûõ ïðîôèëåé
ñâåäåíà ê ìèíèìàêñíîé çàäà÷å ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïîñòðîåíî òî÷íîå
ðåøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è äëÿ ðàñøèðåííîãî êëàññà òå÷åíèé, âêëþ÷à-
þùåãî íåîäíîëèñòíûå, è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåíà îöåíêà M ñâåðõó.
Óêàçàíû ïðîôèëè, èìåþùèå ïîâûøåííîå â ñðàâíåíèè ñ èçâåñòíûìè
êðèòè÷åñêîå ÷èñëî Ìàõà.
5.4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñâåäåíèå ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å.
Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøååñÿ ïëàâíîå äîçâóêîâîå àäèàáàòè÷åñêîå îáòå-
êàíèå èäåàëüíûì ãàçîì ñî ñêîðîñòüþ 1 íà áåñêîíå÷íîñòè íåïðîíè-
öàåìîãî êðûëîâîãî ïðîôèëÿ èç çàäàííîãî êëàññà (ðèñ. 5.27). Áóäåì
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ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîôèëè ýòîãî êëàññà îãðàíè÷åíû çàìêíóòûìè êóñî÷íî-
ãëàäêèìè êîíòóðàìè Lz, èìåþùèìè ïåðèìåòð L = 2 è îñòðûå êðîìêè
A è B ñ âíåøíèìè óãëàìè "1 è " ñîîòâåòñòâåííî, "1, " 2 [1, 2]
(ïðè "1 = 1 èëè " = 1 íà Lz îòìå÷åíû òî÷êè A èëè B, íå ÿâëÿþ-
ùèåñÿ óãëîâûìè). Â ýòèõ êðîìêàõ ðàñïîëîæåíû ïåðåäíÿÿ è çàäíÿÿ
êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïîòîêà. Ñèñòåìà êîîðäèíàò âûáðàíà òàê, ÷òî åå
íà÷àëî ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé B, à îñü àáñöèññ íàïðàâëåíà ïàðàëëåëüíî
âåêòîðó ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà. Ôèêñèðîâàíî òàêæå çíà÷åíèå
 2 [0,=2] òåîðåòè÷åñêîãî óãëà àòàêè. Â äàëüíåéøåì âñå ñêîðîñòè












Ðèñ. 5.27. Ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è
Äëÿ óêàçàííîãî êëàññà ïðîôèëåé òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå çíà÷åíèå
 = (), ÷òîáû ïðè âñåõ 1 > 
 áûëî íåâîçìîæíî ïîëíîñòüþ
äîçâóêîâîå îáòåêàíèå, ò. å. äëÿ âñåõ ïðîôèëåé áûëî íàðóøåíî óñëîâèå
max 6 1, ãäå maxìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè íà ïðîôèëå.
Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â ðàìêàõ òî÷íûõ óðàâíåíèé óñòà-
íîâèâøåãîñÿ äîçâóêîâîãî àäèàáàòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà
âåñüìà ñëîæíî. Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ èñïîëüçóåì ïðèáëèæåííóþ ìî-
äåëü äîçâóêîâîãî òå÷åíèÿ ãàçà, îïèñàííóþ â ðàçä. 1.2. Â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî 0 = S   i# ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî w = ' + i , ïðè÷åì ôóíêöèÿ S ñâÿçàíà
ñ âåëè÷èíîé  ñêîðîñòè ïîòîêà ôîðìóëîé (5.1.3). Íàçâàííàÿ ìîäåëü
(ìîäåëü ãàçà ×àïëûãèíà) îáåñïå÷èâàåò óäîâëåòâîðèòåëüíóþ òî÷íîñòü
ïðè ðàñ÷åòå ïîëÿ ñêîðîñòåé  â äîçâóêîâîé îáëàñòè. Îäíàêî ïåðåõîä ê
ãàçó ×àïëûãèíà, ñîãëàñíî [81], äàåò ïîãðåøíîñòü ïðè âû÷èñëåíèè ïî 
÷èñåë Ìàõà M, ïîñêîëüêó ôîðìàëüíî äëÿ ãàçà ×àïëûãèíà ÷èñëî Ìàõà
íå äîñòèãàåò åäèíèöû. Ïîýòîìó â ïðèáëèæåíèè ×àïëûãèíà îáû÷íî
îïðåäåëÿþò òîëüêî ñêîðîñòü , à çàòåì M âû÷èñëÿþò ïî òî÷íîé ôîð-
ìóëå (1.2.7). Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìèçàöèÿ M1 äëÿ âûáðàííîãî êëàññà
ïðîôèëåé ýêâèâàëåíòíà ìàêñèìèçàöèè âåëè÷èíû 1 ñêîðîñòè íàáåãà-
þùåãî ïîòîêà ïðè óñëîâèè, ÷òî ñêîðîñòü íà ïðîôèëå íå ïðåâîñõîäèò
åäèíèöû.
Ñâåäåì ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ê âàðèàöèîííîé. Â ñèëó íàëî-
æåííûõ îãðàíè÷åíèé êàæäîìó ïðîôèëþ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ïðè
îáòåêàíèè ãàçîì ×àïëûãèíà îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå
(s) âåëè÷èíû ñêîðîñòè íà êîíòóðå, èìåþùåå âèä (5.1.1). Êàê è âû-
øå, ýòî ñîîòâåòñòâèå ìîæíî îïèñàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëüíûì
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ïðåäñòàâëåíèåì (5.1.2). Êîíòóð ïðîôèëÿ áóäåò çàìêíóòûì, à íàéäåííàÿ
âåëè÷èíà ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà ñîâïàäåò ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿòñÿ óñëîâèÿ (4.1.3). Äàëåå, òå÷åíèå
âîêðóã ïðîôèëÿ áóäåò âñþäó äîçâóêîâûì, åñëè âûïîëíèòñÿ íåðàâåíñòâî
(5.1.4).
Èòàê, åñëè âçÿòü ìíîæåñòâî óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé
S() = P () + S0()
(ñì. ï. 5.1.2), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (5.1.13)(5.1.15), òî êàæäîé
èç íèõ îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïðîôèëü, îãðàíè÷åííûé êîíòóðîì Lz
è âîññòàíàâëèâàåìûé ïî ôîðìóëå (5.1.2). Óêàçàííûå îãðàíè÷åíèÿ íà
ìíîæåñòâî óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé íå ãàðàíòèðóþò ïðîñòîòó êîíòóðîâ
Lz, ïîýòîìó ôîðìóëà (5.1.2) îïèñûâàåò áîëåå øèðîêîå, ÷åì èñõîäíîå,
ìíîæåñòâî òå÷åíèé, âêëþ÷àþùåå è íåîäíîëèñòíûå. Ïðè ñîîòâåòñòâó-
þùåì çíà÷åíèè T êàæäûé ïîñòðîåííûé ïðîôèëü áóäåò îáòåêàòüñÿ
äîçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà ñî ñêîðîñòüþ 1 íà áåñêîíå÷íîñòè, îïðåäå-
ëÿåìîé èç óðàâíåíèÿ (5.1.13).
Ïóñòü c2 = 0,296. Â ñèëó (5.1.12) çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè 1 ýê-
âèâàëåíòíà ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà T íà âûáðàííîì ìíîæåñòâå
ôóíêöèé S(). Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàë T è îãðàíè÷åíèÿ (5.1.14),
(5.1.15) ëèíåéíû, îäíàêî ñôîðìóëèðîâàííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ÿâ-
ëÿåòñÿ íåñòàíäàðòíîé, òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü (5.1.14) íåëèíåéíî çàâèñèò
îò ìàêñèìèçèðóåìîé âåëè÷èíû T .
5.4.2. Ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Òî÷íóþ âåðõíþþ îöåí-
êó èñêîìîé âåëè÷èíû 1 äàåò òåîðåìà 5.1. Ïðè ôèêñèðîâàííîì 
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 1 ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà, äëÿ êîòî-






















ãäå Têîðåíü óðàâíåíèÿ (5.1.11).
Ñîîòâåòñòâåííî, ìàæîðàíòà M(1)()
êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Ìàõà M îïðå-
äåëèòñÿ ôîðìóëîé (1.2.7). Â ïðå-
äåëüíîì ñëó÷àå  = 0 èìååì T = c0
è M(1)(0) = 1. Ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò
ñèììåòðè÷íîå îáòåêàíèå îòðåçêà ñî
çâóêîâîé ñêîðîñòüþ. Â îáùåì ñëó÷àå
ãðàôèê çàâèñèìîñòè M(1) = M(1)(),
îïðåäåëÿåìîé ïî ôîðìóëå (1.2.7) äëÿ
{ = 7=5, èçîáðàæåí ëèíèåé 1 íà
ðèñ. 5.28 (M(1)(=2) = 0,298). Ýòà
ëèíèÿ ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü îáëàñòü
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ M1,  íà äâå
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çîíû. Åñëè î ïðîåêòèðóåìîì ïðîôèëå èçâåñòíî, ÷òî îí äîëæåí îáòå-
êàòüñÿ ïîòîêîì ïîä òàêèì óãëîì  è ñ òàêèì ÷èñëîì Ìàõà M1, ÷òî
òî÷êà (M1,) ëåæèò âûøå ëèíèè 1, òî â ðàìêàõ ïðèíÿòîé ìîäåëè
ïðîôèëü îáÿçàòåëüíî áóäåò èìåòü ñâåðõçâóêîâóþ çîíó. Åñëè òî÷êà
(M1,) ëåæèò íèæå ëèíèè 1, òî ïîñòðîåíèå äîêðèòè÷åñêîãî ïðîôèëÿ
ñ óêàçàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè âîçìîæíî.
Äëÿ îöåíîê 1 è M
 ñíèçó äîñòàòî÷íî âçÿòü âåëè÷èíû 1 è M1
äëÿ íåêîòîðîãî òå÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (s) 6 1. Ïðèìåð
òàêîãî òå÷åíèÿ ïîäáåðåì êàê ðåøåíèå íåêîòîðîé íîâîé âàðèàöèîííîé
çàäà÷è.












ãäå (s) exp[i#(s)]âåêòîð ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè íà ïðîôèëå,
 =
(1+ 4c22)1=2   1
2c2
: (5.4.2)
Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó. Ïðè çàäàííûõ 1 è 
íàéòè òàêîé ïðîôèëü èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà, äëÿ êîòîðîãî
ôóíêöèîíàë B[1,,(s),#(s)] ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, è
îïðåäåëèòü âåëè÷èíó
B(1,) = minB[1,,(s),#(s)], (5.4.3)
ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïðîôèëÿì.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâàíèè ïðèí-
öèïà Ëèíäåëåôà (ñì. [23]). Äåéñòâèòåëüíî, àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
0(),  2 E , èç ôîðìóëû (5.1.2) ðàâíà ln( e i#) ïðè z = zP ().
Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (5.4.1)(5.4.3) èìååì
B(1,) = min sup
jj>1
j0()  0(1)j, (5.4.4)
ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì àíàëèòè÷åñêèì ôóíêöèÿì 0(), ïðåä-
ñòàâèìûì â îáëàñòè G èíòåãðàëîì Øâàðöà ñ ïëîòíîñòüþ S() ïðè






ãäå çíà÷åíèå D(T ,) îïðåäåëåíî â (5.1.14). Ïîëîæèâ #1 = 0, ò. å.
0(1) = T , ïî ôîðìóëå (5.1.2) ìîæíî âîññòàíîâèòü ïðîôèëü, ÿâëÿþ-
ùèéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (5.4.4). Äëÿ íåãî óñëîâèå max
s






T   c0 + 2D(T ,) = 0,
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ðåøåíèå êîòîðîãî T < T. Ïîýòîìó




Çàìåíèâ 1 íà 
(2)
1 () â ôîðìóëå (1.2.7), îïðåäåëèì âåëè÷èíó M(2)(),
äàþùóþ îöåíêó ñíèçó äëÿ M1. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè M
(2)() ïðè { =
= 7=5 èçîáðàæåí øòðèõîâîé ëèíèåé 2 íà ðèñ. 5.28.





ïðè T 2 (0,T) ñîîòâåòñòâóþò îäíîëèñòíûå òå÷åíèÿ ëèøü ïðè
 2 [0,0], 0  68,25, M(2)(0) = 0,11. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîíòóðû Lz
ïðè T = T è ðàçëè÷íûõ  ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.29 è ðèñ. 5.30.
Êîíòóðû ïðîôèëåé íà ðèñ. 5.29, á ñîîòâåòñòâóþò âûáîðó  = 10



















Ðèñ. 5.29. Ïðîôèëè, ìàêñèìèçèðóþùèå êðèòè÷åñêîå ÷èñëî Ìàõà ïðè ðàçíûõ
çíà÷åíèÿõ : àðàñïðåäåëåíèÿ M =M(x) ÷èñåë Ìàõà ïî õîðäå ïðîôèëåé ïðè






0 1 0 1
Ðèñ. 5.30. Ïåðåõîä îò îäíîëèñòíîãî òå÷åíèÿ ê íåîäíîëèñòíîìó: àîäíîëèñò-
íîå òå÷åíèå ïðè  = 50; áïðåäåëüíûé ñëó÷àé îäíîëèñòíîãî òå÷åíèÿ ïðè
 = 68,25; âíåîäíîëèñòíîå òå÷åíèå ïðè  = 72
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íàÿ êðèâàÿ 3). Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñåë Ìàõà ïî õîðäå
ïðîôèëåé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.29, à. Ïðè óìåíüøåíèè  êîíòóðû
ïðèáëèæàþòñÿ ê îòðåçêó. Ïðè óâåëè÷åíèè  íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè
Lz ñíà÷àëà ïîÿâëÿþòñÿ äâå òî÷êè ïåðåãèáà (äëÿ  = 50
 ôîðìà êîíòóðà
èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5.30, à), çàòåì ïîÿâëÿåòñÿ òî÷êà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
âåðõíåé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 5.30, á,  = 68,25) è, äàëåå, òå÷åíèå ñòà-
íîâèòñÿ íåîäíîëèñòíûì (êîíòóð íà ðèñ. 5.30, â ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó
 = 72).
Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 5.3. Åñëè 1 < 
(2)
1 () è  2 [0,0], òî â ðàññìàòðèâà-
åìîì êëàññå ñóùåñòâóþò òàêèå ïðîôèëè, èìåþùèå òåîðåòè÷åñêèé
óãîë àòàêè , ÷òî (s) 6 1 âñþäó íà Lz.
Òàêèì îáðàçîì, ñëåäñòâèåì òåîðåì 5.1 è 5.3 ÿâëÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
(2)1 () 6 1() 6 (1)1 (): (5.4.5)
Ýòè îöåíêè ïîçâîëèëè âûäåëèòü ñëåäóþùèå òðè çîíû ðàñïðåäåëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ M1 è  (ñì. ðèñ. 5.28). Âûáîð òî÷êè èç çîíû I ãàðàíòèðóåò
ïîëó÷åíèå îòðèöàòåëüíîãî ðåçóëüòàòà ïðè êîíñòðóèðîâàíèè äîêðèòè-
÷åñêèõ ïðîôèëåé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè M1 è . Åñëè
òî÷êà (M1,) ëåæèò â çîíå III, òî äîêðèòè÷åñêèé ïðîôèëü ñ íóæíûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ìîæåò áûòü ïîñòðîåí. Çîíà II ÿâëÿåòñÿ ïîãðàíè÷íîé,
ïîïàäàíèå (M1,) â íåå íå ãàðàíòèðóåò ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è êîí-
ñòðóèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîôèëÿ, õîòÿ äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê
(M1,) ðåøåíèå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü.
5.4.3. Ó÷åò îãðàíè÷åíèÿ íà àðãóìåíò âåêòîðà ñêîðîñòè. Ðàñ-
ñìîòðèì òåïåðü èñõîäíóþ çàäà÷ó ïðè ñëåäóþùåì äîïîëíèòåëüíîì îãðà-
íè÷åíèè íà ìíîæåñòâî ïðîôèëåé. Ïðè èõ îáòåêàíèè óãîë # íàêëî-
íà âåêòîðà ñêîðîñòè ïîòîêà èçìåíÿåòñÿ â ôèêñèðîâàííûõ ïðåäåëàõ
# 2 [ #,#], ãäå  # è #,  1 6  # < # 61,  çàäàííûå ïîñòîÿí-
íûå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èç ï. 5.4.1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ # = #
 =1.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1, ïðèâåäåííîå âûøå, ñóùåñòâåííî íå
èçìåíèòñÿ, åñëè 0 < #,#
 < 1. Çäåñü ôóíêöèÿ FT () èç (5.1.16)






i) äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè G(), êî-
òîðàÿ êîíôîðìíî îòîáðàæàåò åäèíè÷íûé êðóã jj < 1 íà ïîëóïîëîñó
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Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (5.1.11) ïðèìåò âèä
T   c0 +M(T ,,#,#) = 0:
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Ýòî óðàâíåíèå òàêæå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü T , ïîòîìó ÷òî
ôóíêöèÿ â åãî ëåâîé ÷àñòè ìîíîòîííà ïî T . Äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé
# è # çàâèñèìîñòè M









Ðèñ. 5.31. Çàâèñèìîñòè M
 = M
() ïðè ðàçíûõ # è #
: # = #
 = 1 (1);
# = #
 = 60 (2); # = #
 = 40 (3); # = 80
, # = 1 (4); # = 40
,
# =1 (5)
Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî îáëàñòè òå÷åíèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è
äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé #, #
 è îäíîãî è òîãî æå çíà÷åíèÿ  ÿâ-
ëÿþòñÿ íåîäíîëèñòíûìè. Íàïðèìåð, äëÿ  = 5, # = #
 = 40 èëè
# = #
 = 20 íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòü ïðîôèëåé ðàñïîëîæåíà íàä âåðõ-
íåé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íàçâàííûå ðåøåíèÿ ðåàëèçóþò êðàåâîé ýêñòðå-
ìóì: íà îäíîé ÷àñòè ãðàíèöû ñêîðîñòü äîñòèãàåò çâóêîâîãî çíà÷åíèÿ,
à íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïîñòîÿíåí àðãóìåíò âåêòîðà ñêîðîñòè. Ïðè ýòîì
M1 = 0,899 è M1 = 0,897 ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìå÷àíèå 5.2. Äëÿ ñëó÷àÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (c2 = 0)
èìååì ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ vmax










m[k2   sin2  +m 2]1=2
k sin
:
Îòìåòèì åùå îäíî ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâ (5.4.5) äëÿ ñëó÷àÿ ÈÍÆ.
Âçÿâ c2 = 0, ïîëó÷èì
c0 = 0, T =   sin, T =  2 sin:
Îáîçíà÷èì ÷åðåç vmax ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû vmax ìàêñè-
ìàëüíîé ñêîðîñòè íà ìíîæåñòâå ïðîôèëåé, îáòåêàåìûõ ñ çàäàííûìè
188 Ãë. 5. Âÿçêèå æèäêîñòü èëè ãàç ...
ïàðàìåòðàìè v1 è . Òîãäà èç íåðàâåíñòâ (5.4.5) ñëåäóåò, ÷òî





è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî ïðîôèëÿ, îáòåêàåìîãî ÈÍÆ è èìåþùåãî
óãîë îòêëîíåíèÿ îò íàïðàâëåíèÿ áåñöèðêóëÿöèîííîãî îáòåêàíèÿ, ðàâ-




Ïðè  = 0 ïîëó÷èì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî vmax > v1.
5.4.4. Îïòèìèçèðîâàííûå ïðîôèëè. Ïîñòðîåíèå äîçâóêîâûõ
ïðîôèëåé äëÿ çíà÷åíèé M1, áëèçêèõ ê ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó çíà-
÷åíèþ M(), ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Êàê áûëî îòìå÷åíî,
ïðè íàõîæäåíèè M() íå ó÷èòûâàëèñü óñëîâèÿ ñàìîíåïåðåñåêàåìîñòè
êîíòóðà Lz. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ïðè-
áëèæåíèè M1 ê M
() äîçâóêîâîå îáòåêàíèå âîçìîæíî ëèøü äëÿ
íåîäíîëèñòíûõ ïðîôèëåé. Ïðèâåäåì îäèí òàêîé ïðèìåð.
Ïîëîæèì "1 = " = 2 (êðîìêè A è Báåñêîíå÷íî òîíêèå) è âîçü-
ìåì S() â âèäå
S() = St()  T + gt(), (5.4.6)
gt() =
2jA(T ,)j[1  t+ sin(   )]
1+ (1  t)2 + 2(1  t) sin(   )
:
Òàêîé âûáîð ôóíêöèè S() îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè t ! 0 ôóíêöèÿ
St() ñòðåìèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2 ê ôóíêöèè S0(), äëÿ
êîòîðîé M1 = M






T   c0 + 2D(T ,)
2  t
= 0:
Íà ðèñ. 5.32 ïðåäñòàâëåí íåîäíîëèñòíûé ïðîôèëü, ïîñòðîåííûé
äëÿ ôóíêöèè St() âèäà (5.4.6) ïðè t = 0,3,  = 0,17 (10
) (ëèíèè 1
è 2 ñîîòâåòñòâåííî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòè). Õîðäîâàÿ äèà-
ãðàììà ñêîðîñòè (x) èçîáðàæåíà ëèíèÿìè 3 è 4. Â ýòîì ïðèìå-
ðå M1 = 0,78, ÷òî ëèøü íà 3,7% ìåíüøå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî
çíà÷åíèÿ M(0,17) = 0,81. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè t
íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòü ïðîôèëÿ âñå âûøå ïîäíèìàåòñÿ íàä âåðõíåé.
Çíà÷åíèå M1 ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, ïðèáëèæàåòñÿ ê ýêñòðåìàëüíîìó.
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êàì, ðàñïîëîæåííûì â íèæíåé ïîëóîêðåñòíîñòè
ëèíèè 1 íà ðèñ. 5.28, ñîîòâåòñòâóþò íåîäíîëèñòíûå ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó
åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ íàéòè îäíîëèñòíûå ïðîôèëè ñ ïîâûøåííûì
êðèòè÷åñêèì ÷èñëîì Ìàõà çà ñ÷åò àïïðîêñèìàöèè S0() ôóíêöèÿìè
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èç íåêîòîðîãî ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà. Ïðèâåäåì îäèí èç












Ðèñ. 5.32. Íåîäíîëèñòíîå òå÷åíèå äëÿ îïòèìèçèðîâàííîãî ðåøåíèÿ èç ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî êëàññà
Âîçüìåì ôóíêöèþ S() â âèäå
S() = St(; r1, r2)  T + gt()+
+ Re

(2  ") ln    1
   r2
+ (2  "1) ln  + e
2i
 + r1 e
2i

= e i 
: (5.4.7)
Ïàðàìåòðû r1, r2 2 (0, 1) ïîçâîëÿò ïîâëèÿòü ñîîòâåòñòâåííî íà òîëùèíó
ïåðåäíåé è çàäíåé êðîìîê. Ïðè r1 ! 1 è r2 ! 1 ôóíêöèÿ (5.4.7)
íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê ôóíêöèè (5.4.6) ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
L2. Ïîëîæèì "1 = 1 (ïåðåäíÿÿ êðîìêà A çàêðóãëåííàÿ), " = 2 (çàäíÿÿ
êðîìêà B áåñêîíå÷íî òîíêàÿ) è âûáåðåì t = 0,3,  = 0,05 (3), r1 = 0,8.




Íà ðèñ. 5.33, á ïðåäñòàâëåí ïðîôèëü ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé
tmax = 10,9%, ïîñòðîåííûé îïèñàííûì ñïîñîáîì. Ðàñïðåäåëåíèå ñêî-
ðîñòè (s) íà åãî ïîâåðõíîñòè èçîáðàæåíî ñïëîøíîé êðèâîé 1 íà
ðèñ. 5.33, à. Ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû
Cy = 0,368, óãëà àòàêè  =  1,06, M1 = 0,75. Ïðîôèëü èìååò õàðàê-
òåðíûå äëÿ èçâåñòíûõ îêîëîçâóêîâûõ ïðîôèëåé ïðîòÿæåííûé ó÷àñòîê
ïî÷òè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè è ôîðìó çàäíåé
êðîìêè. Äëÿ ïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðè M1 = 0,75
è  =  1,06 áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò îáòåêàíèÿ ïîñòðîåííîãî ïðîôè-
ëÿ â ðàìêàõ àäèàáàòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà. Ðàññ÷èòàííîå
ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ 2 íà ðèñ. 5.33, à) íåçíà-
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÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîãî. Âåëè÷èíà Cy ïîëó÷èëàñü ðàâíîé
















Ðèñ. 5.33. Îäíîëèñòíîå òå÷åíèå äëÿ îïòèìèçèðîâàííîãî ðåøåíèÿ èç ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî êëàññà: àîïòèìèçèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè (1) è ðàñïðå-
äåëåíèå ñêîðîñòè, ïîëó÷åííîå èç ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (2); áîïòèìèçèðî-
âàííûé ïðîôèëü
ñâåðõçâóêîâàÿ çîíà. Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëü-
òàòîâ, îáòåêàíèå ïðîôèëÿ áåçóäàðíîå. Òàêèì îáðàçîì, ïðîôèëü, ñîîò-
âåòñòâóþùèé ôóíêöèè S() âèäà (5.4.7), îáëàäàåò âûñîêèì çíà÷åíèåì
M1, ïðè÷åì åãî õàðàêòåðèñòèêè ïîäòâåðæäåíû â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ
ïðÿìîé çàäà÷è.
Èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïîäðîáíîå èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïðî-
ôèëåé âûäåëåííîãî êëàññà. Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü "1 = 1, " = 2. Â
ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (5.4.7) îïðåäåëèò ñåìåéñòâî ïðîôèëåé, çàâèñÿùåå
îò òðåõ ïàðàìåòðîâ , t è r1. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äëÿ
ïðîåêòèðîâàíèÿ îêîëîçâóêîâûõ ïðîôèëåé âàæíî âûÿâèòü çàâèñèìîñòè
ìåæäó ïàðàìåòðàìè M1, Cy è tmax, èìåþùèìè ôèçè÷åñêèé ñìûñë.
Ñåðèè ðàñ÷åòîâ ïîçâîëèëè ïîñòðîèòü äèàãðàììû çàâèñèìîñòè M1 îò
Cy äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé tmax. Íåêîòîðûå èç íèõ ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñ. 5.34, ãäå êðèâûå 13 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì tmax = 10%, 20%
è 30%. Ýòè äèàãðàììû ïîçâîëÿþò äëÿ ôèêñèðîâàííîé òîëùèíû tmax
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ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî äëÿ ïðîôèëåé ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ïðè
óñëîâèè èõ äîçâóêîâîãî îáòåêàíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ tmax = 13%, Cy = 0
èç ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììû íàõîäèì M1 = 0,808. Äëÿ ñðàâíå-
íèÿ, îäèí èç èçâåñòíûõ áåçóäàðíûõ ñèììåòðè÷íûõ ïðîôèëåé [112] ñ
îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé tmax = 13% ïðè M1 = 0,8 îáòåêàåòñÿ óæå
òðàíñçâóêîâûì ïîòîêîì.
Ïðèâåäåííîå è äðóãèå ñîïîñòàâëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ðàññìàòðèâà-
åìûå ïðîôèëè èìåþò ïîâûøåííîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå M1. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîñòðîåííûå äèàãðàììû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè
êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà M, äîñòèæèìîãî íà ðåàëüíûõ ïðîôèëÿõ. Ïðîôèëè
ïðåäñòàâëåííîãî êëàññà ìîãóò áûòü âçÿòû çà îñíîâó ïðè ïðîåêòèðîâà-
íèè âûñîêîñêîðîñòíûõ áåçóäàðíûõ ïðîôèëåé.
Îïèñàííûé ñïîñîá îöåíêè êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Ìàõà ïåðåíîñèòñÿ
íà ñëó÷àé îáòåêàíèÿ ðåøåòîê ïðîôèëåé (ñì. [8, 35]).
5.5. Èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ è áèáëèîãðàôè÷åñêèå
ññûëêè
5.5.1. Ïîñòàíîâêà âàðèàöèîííûõ çàäà÷ è ïîñòðîåíèå îïòèìè-
çèðóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ïîñòàíîâêà âàðèàöèîííûõ ÎÊÇÀ äëÿ äî-
çâóêîâîãî òå÷åíèÿ âÿçêîãî ãàçà â ðàìêàõ ìîäåëåé ×àïëûãèíà è ÏÑ
âïåðâûå ïðåäëîæåíà â [45, 46] è ïîäðîáíî îïèñàíà â [35]. Ïðè ïî-
ñòðîåíèè ôóíêöèîíàëîâ, ìèíèìèçàöèÿ êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíà ìèíèìè-
çàöèè ïðîôèëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ìàêñèìèçàöèè àýðîäèíàìè÷åñêîãî
êà÷åñòâà, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âûáîðà ýìïè-
ðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàñ÷åòîì ÏÑ. Ñõåìà àíàëèòè÷åñêîé
çàïèñè ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ ïðåäëîæåíà À.Ì. Åëèçàðîâûì è ðåàëèçîâà-
íà â [35]. Äðóãîé âèä àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà äëÿ
àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà, îñíîâàííûé íà òîé æå ñõåìå, ñîäåðæèòñÿ
â [90].
Òåîðåìà ÊóíàÒàêêåðà äëÿ òî÷íîé îöåíêè ñâåðõó ôóíêöèîíàëà,
âûðàæàþùåãî àýðîäèíàìè÷åñêîå êà÷åñòâî, ïðèìåíåíà â [31].
Òåîðåìà 5.1, äàþùàÿ îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû 1,
îáåñïå÷èâàþùåé äîçóêîâîå îáòåêàíèå, è ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàííàÿ
ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Ìàõà, äîêàçàíà
â [7] (ñì. òàêæå [97]).
5.5.2. Ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëîâ. Òî÷íûå îöåíêè. Ñïîñîá íà-
õîæäåíèÿ ôóíêöèè (5.1.38), îïèñàííîé â çàìå÷àíèè 5.1, ïðåäëî-
æåí Ä.À. Ôîêèíûì [9], îäíàêî èì íå áûëî ó÷òåíî îãðàíè÷åíèå
(5.1.39). Ïîýòîìó ó÷àñòîê  > arcsin[1=(b   1)] íà ãðàôèêàõ çàâè-
ñèìîñòè K = K(), ïðåäñòàâëåííûõ â [9], äîëæåí áûòü îòáðîøåí.
Óòî÷íåííûå ãðàôèêè ýòîé çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.3.
5.5.3. Óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè ðåøåíèÿ. Ýìïèðè÷åñêîå íàáëþ-
äåíèå, ñâÿçàííîå ñ âûâîäîì óïðîùåííîãî äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ îä-
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íîëèñòíîñòè (5.1.54) è îïèñàííîå â ï. 5.1.6, âïåðâûå áûëî ñäåëàíî
Å. Â. Ôåäîðîâûì. Óñëîâèå (5.1.54) âìåñòå ñ óïðîùåííûì óñëîâèåì áåç-
îòðûâíîñòè (5.1.51) áûëî ðåàëèçîâàíî èì â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòàõ ïî ðåøåíèþ âàðèàöèîííûõ ÎÊÇÀ â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè
(1992 ã.).
5.5.4. Ïðîôèëè ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëû â ãàçå ×àïëû-
ãèíà. Òî÷íîå ðåøåíèå îñíîâíîé âàðèàöèîííîé ÎÊÇÀ â ðàìêàõ ìîäåëè
ãàçà ×àïëûãèíà ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ [52, 107]. Ìíîãî÷èñëåííûå âû-
÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ðåàëèçàöèè êàê òî÷íûõ, òàê è ÷èñëåí-
íûõ ðåøåíèé, à òàêæå èõ ñðàâíåíèå è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåíû
À.Í. Èõñàíîâîé â åå êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè (2004 ã.).
5.5.5. Çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà àýðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåò-
ðû. Ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ âàðèàöèîííûõ
çàäà÷, îïèñàííûõ â ï. 5.3.3 è ï. 5.3.4, âûïîëíåíû Å.Â. Ôåäîðîâûì.
Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ ðåøåíèÿ öåëîãî ñïåêòðà îïòèìèçàöèîííûõ çà-
äà÷, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ìèíèìèçàöèåé îïèñàííûõ âûøå ôóíêöèîíàëîâ
è ðàçëè÷àþòñÿ íàáîðîì äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Â ÷àñòíîñòè, ýòî
çàäà÷è îïòèìèçàöèè â äèàïàçîíå óãëîâ àòàêè, çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà êîýôôèöèåíòû Cy è Cx è ðÿä äðóãèõ (ñì. [35]).
5.5.6. Ìàêñèìèçàöèÿ êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Ìàõà. Ôîðìà ïëîñ-
êèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðÿäó ãåîìåòðè÷åñêèõ
îãðàíè÷åíèé è îáòåêàåìûõ ñ ìàêñèìàëüíûì M èäåàëüíûì ãàçîì, èçó-
÷åíà â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå. Ãèëüáàðã è Øèôôìàí [114] ðàññìîòðåëè
êîíôèãóðàöèè, èìåþùèå ôèêñèðîâàííóþ äëèíó è ïëîñêîñòü èëè îñü
ñèììåòðèè, ïàðàëëåëüíóþ ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà. Â êà÷åñòâå
ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé çàäàâàëèñü ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîå çíà-
÷åíèå òîëùèíû è îáúåì òåëà (â ïëîñêîì ñëó÷àå ïëîùàäü). Ðàññìîòðåí
òàêæå ñëó÷àé, êîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîé ïëîùàäè çàäàíà ÷àñòü êîíòó-
ðà, íàïðèìåð íîñîâîé è êîðìîâîé ó÷àñòêè. Äîêàçàíî, ÷òî îáðàçóþùèå
îïòèìàëüíûõ êîíôèãóðàöèé ñîñòîÿò èç ãîðèçîíòàëüíûõ òîðöîâ èëè
çàäàííûõ ó÷àñòêîâ êîíòóðà è ãëàäêî ñòûêóþùèõñÿ ñ íèìè ëèíèé
òîêà, íà êîòîðûõ ÷èñëî Ìàõà M = 1. Ðàáîòà [114] ñòàëà ïåðâîé â
ðÿäó èññëåäîâàíèé ïî ïîñòðîåíèþ òåë, îáòåêàåìûõ ñ ìàêñèìàëüíûì
M, ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [63, 64]), êîòîðûå
ïðîäîëæàþòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ.
Îöåíêà M â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âû-
áðàííîãî êëàññà ïðîôèëåé ïîëó÷åíà ëèøü â ðàáîòå Ëåâíåðà [122]
(îïèñàíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà ñîäåðæèòñÿ òàêæå â [15, ñ. 90]). Â íåé
ðàññìîòðåíî ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ ïðîôèëåé ñ îñòðîé ïåðåäíåé
êðîìêîé, ó êîòîðûõ óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó îãðàíè÷åí
÷èñëîì =(2!), ! > 1. Óêàçàííàÿ îöåíêà èìååò âèä M < C1=(!+1), ãäå
ïîñòîÿííàÿ C 2 (0, 1) è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì êîíòóðà.
Â ðàçä. 5.4 ðàññìîòðåíà çàäà÷à îöåíêè êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Ìàõà íà
ðàçëè÷íûõ êëàññàõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ ôîðì. Îñíîâíûå èäåè ïðèìåíÿå-
ìîãî ïîäõîäà èçëîæåíû â ðàáîòàõ [7, 9] (ñì. òàêæå [35]).
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñïîñîá çàäàíèÿ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè â âèäå
(5.4.7), íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþùåéñÿ ïî íîðìå L2 ê ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèè è äàþùåé òî÷íóþ îöåíêó M, íî íåîäíîëèñòíóþ îáëàñòü
òå÷åíèÿ, ïðåäëîæåí Ä.À. Ôîêèíûì è ÷èñëåííî ðåàëèçîâàí èì ïðè
ïîñòðîåíèè àýðîäèíàìè÷åñêèõ ôîðì, áëèçêèõ ê îïòèìàëüíûì. Îäèí èç
òàêèõ ïðèìåðîâ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5.33.
Ñïîñîá îöåíêè êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Ìàõà äëÿ èçîëèðîâàííîãî ïðî-
ôèëÿ, îïèñàííûé â ðàçä. 5.4, ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé îáòåêàíèÿ ðåøåòîê
ïðîôèëåé [8, 97] (ñì. òàêæå [35]).
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Îäèí èç ïîäõîäîâ ê îïòèìèçàöèè ôîðìû íà îñíîâå òåîðèè ÎÊÇ
ñîñòîèò â îïòèìàëüíîì âûáîðå êðàåâûõ óñëîâèé â îáðàòíîé çàäà-
÷å ñ ó÷åòîì èõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé öåëåñîîáðàçíîñòè è ñîîòâåòñòâèÿ
âûáðàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òå÷åíèÿ. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ýòîò
ïîäõîä ðåàëèçîâàí íà ïðèìåðå ÎÊÇÀ.
Êàê îòìå÷åíî âûøå, èñõîäíûì â ÎÊÇÀ ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå
ñêîðîñòè v(s), îïðåäåëÿþùåå âåëè÷èíó ïîäúåìíîé ñèëû. Ïîýòîìó îäèí
èç ñïîñîáîâ àýðîäèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè êðûëîâûõ ïðîôèëåé ñî-
ñòîèò â îïòèìàëüíîì âûáîðå ôóíêöèè v(s). Íî ïðè ýòîì âîçíèêàåò
ñóùåñòâåííûé âîïðîñ, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ (ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ,
êîíñòðóêòèâíûõ è äðóãèõ) ýòîò âûáîð ïðîâîäèòü.
Ïðåæäå âñåãî, èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè äîëæíî óäîâëå-
òâîðÿòü òðåáîâàíèÿì ãèäðîäèíàìè÷åñêîé öåëåñîîáðàçíîñòè, ò. å. òàêèì
îãðàíè÷åíèÿì, êîòîðûå îáåñïå÷àò ñîîòâåòñòâèå ðåøåíèÿ ÎÊÇÀ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïðèíÿòîé â ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Äàëåå, íåîáõîäèìî
ó÷åñòü óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè è ïðîñòîòû êîíòóðà Lz, à òàêæå íåêîòîðûå
êîíñòðóêòèâíûå îãðàíè÷åíèÿ (íà òîëùèíó ïðîôèëÿ, êðèâèçíó Lz è
äðóãèå). Íàçâàííûå óñëîâèÿ ôèçè÷åñêîé è êîíñòðóêòèâíîé ðåàëèçóåìî-
ñòè ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî ãèäðîäèíàìè÷åñêè öåëåñîîáðàç-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè (ÃÖÐÑ). Èìåííî â íåì íóæíî âûáèðàòü
ôóíêöèè v(s), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò îïòèìèçèðîâàííûì ñâîéñòâàì
èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ñâîéñòâà ìàêñèìè-
çàöèè ïîäúåìíîé ñèëû è àýðîäèíàìè÷åñêîãî êà÷åñòâà, ìèíèìèçàöèè
ñîïðîòèâëåíèÿ.
Òðåáîâàíèÿ ôèçè÷åñêîé è êîíñòðóêòèâíîé ðåàëèçóåìîñòè òðóäíî
ïîëíîñòüþ ðàçäåëèòü. Êðîìå òîãî, íåâîçìîæíî íàèëó÷øèì îáðàçîì
âûïîëíèòü èõ âñå îäíîâðåìåííî. Íàèáîëåå ïîëíûé ó÷åò âñåõ óñëîâèé
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé çàäà÷åé ïðè âûáîðå îïòèìàëüíûõ ÃÖÐÑ.
6.1. Çàäàíèå áåçîòðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè
Îäíî èç îñíîâíûõ òðåáîâàíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé öåëåñîîáðàçíî-
ñòè âûòåêàåò èç ïðèíÿòîé â ÎÊÇÀ ñõåìû ïëàâíîãî îáòåêàíèÿ: ôóíêöèþ
v(s) íóæíî çàäàòü òàê, ÷òîáû òå÷åíèå áûëî áåçîòðûâíûì. Îäíàêî äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûáðàííîå ðàñïðåäåëåíèå ñêî-
ðîñòè óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèÿì ðàçðåøèìîñòè ÎÊÇÀ. Ýòî ñóùåñòâåííî
îãðàíè÷èâàåò ðàìêè ïðèìåíèìîñòè îïèñàííîãî ñïîñîáà îïòèìèçàöèè,
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íî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò ñ óñïåõîì íàéòè îïòèìèçèðîâàííûå
ôîðìû.
Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá çàäàíèÿ áåçîòðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñêî-
ðîñòè íà äèôôóçîðíîì ó÷àñòêå êîíòóðà Lz (ó÷àñòêå óáûâàíèÿ ñêî-
ðîñòè) îñíîâàí íà àíàëèçå ïðåäîòðûâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
íåðàâåíñòâà (1.3.3) è (1.3.8) ñòàíîâÿòñÿ ðàâåíñòâàìè. Â ðåçóëüòàòå
èìååì äèôôåðåíöèàëüíîå èëè èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ v(s) íà ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåðâàëå.
Ïîñòðîèì òàêîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ äèôôóçîðíîãî ó÷àñòêà âåðõíåé
ïîâåðõíîñòè ïðîôèëÿ ñ áåñêîíå÷íî òîíêîé çàäíåé êðîìêîé (ñëó÷àé
íèæíåé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí àíàëîãè÷íî).
6.1.1. Ïîëî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè
ïðîôèëÿ èìååòñÿ êîíôóçîðíûé ó÷àñòîê (ó÷àñòîê âîçðàñòàíèÿ ñêîðîñòè)
îò òî÷êè A ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà ñ äóãîâîé àáñöèññîé s 2 [0,L] äî
òî÷êè, â êîòîðîé ñêîðîñòü äîñòèãàåò íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ vmax. Çàòåì èäåò äèôôóçîðíûé ó÷àñòîê (ó÷àñòîê òîðìîæåíèÿ), ãäå
ñêîðîñòü óáûâàåò äî çíà÷åíèÿ v < v1.
Êàê îòìå÷åíî â [81, ñ. 399], äëÿ ïðåäîòðûâíîãî ñîñòîÿíèÿ òóðáó-







óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîãëàñóþùàÿñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
Çäåñü 1 = 
(s1), s1 2 (s,L)äóãîâàÿ àáñöèññà íà÷àëà ó÷àñòêà
óáûâàíèÿ ñêîðîñòè, H ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, êîòîðóþ, â ÷àñòíîñòè,
ìîæíî âçÿòü ðàâíîé (2m + 1)=(2m   1) (ñìûñë ïàðàìåòðà m îáú-
ÿñíåí âûøå, ñì. ï. 1.3.1). Ôîðìóëà (6.1.1) âûðàæàåò ñâÿçü ìåæäó
vmax = v(s1), ââåäåííûìè âûøå âåëè÷èíàìè è òîëùèíîé ïîòåðè èì-
ïóëüñà 1 . Èç ôîðìóë (1.3.1) è (6.1.1) ñëåäóåò óðàâíåíèå
 [v(s)] (k+1)v0(s) = Bv kmax(1 ) 1(Re1 ) 1=m, (6.1.2)
ãäå k = a(H + 2)   1=m, Re1 = vmax1 =. Ïðîèíòåãðèðîâàâ ðàâåí-
ñòâî (6.1.2) â ïðåäåëàõ îò s1 äî s, ïîëó÷èì
v(s) = vmax[1+ kB(s  s1)(1 ) 1(Re1 ) 1=m] 1=k: (6.1.3)









jv()jb 1 d + vb 1t t (Ret )1=m

: (6.1.4)
Äëÿ ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíîãî ñëîÿ st = s, vt = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà èíòåðâàëå [s, s1] ôóíêöèÿ v(s) ðàâíà vmax
âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì íåáîëüøîãî ó÷àñòêà [s, s0], s0 = s +, íà êî-
òîðîì ñêîðîñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ò. å. ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèÿ
v(s) ïîëî÷íîãî òèïà. Ó÷òÿ ìàëîñòü , äëÿ ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíîãî
7*
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ÏÑ çàìåíèì èíòåãðàë â (6.1.4) ïîñòîÿííûì çíà÷åíèåì vb 1max(s1   s0).
Â ðåçóëüòàòå èç ôîðìóëû (6.1.3) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå







, D =  kf0
a
s 2 [s1,L]: (6.1.5)
Çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ D è k äëÿ ðàçëè÷íûõ m, f0 ïðèâåäåíû â òàá-
ëèöå (ñìûñë ïàðàìåòðà Z áóäåò îáúÿñíåí íèæå â ï. 6.2.2). Îòìåòèì,
÷òî D  1  3f0 ñ ìàêñèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ 3% (ïðè m = 4).
Ïàðàìåòðû ïîëî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé
m 4 6 1
f0  5,57    4,78  3,06    1,99  0,83    0,67
D 18,2  15,7 10,3  7,05 3,5  3,0
k 5,08  4,12 3,93  4,13 4,20  4,50
Z 2,25  2,20 2,19  2,04 2,05  1,98
6.1.2. Çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå ôîðìïàðàìåòðà. Îïèøåì òå-
ïåðü ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ áåçîòðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè íà äèô-
ôóçîðíîì ó÷àñòêå, îñíîâàííûé íà çàäàíèè íà ýòîì ó÷àñòêå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ôîðìïàðàìåòðà f = f(s). ßñíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(s) áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì f0 6 f(s) 6 0, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé
ôóíêöèÿ v(s) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ áåçîòðûâíîñòè, õîòÿ íå
îáÿçàòåëüíî áóäåò îïèñûâàòü ïðåäîòðûâíîå ñîñòîÿíèå. Ïîýòîìó ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé ñïîñîá ïîçâîëèò ïîñòðîèòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ñ
íåêîòîðûì çàïàñîì áåçîòðûâíîñòè.
Ââåäåì áåçðàçìåðíóþ êîîðäèíàòó  = (s   s)=(L   s),  2 [0, 1].
Ïóñòü íà êîíôóçîðíîì ó÷àñòêå  2 [0,0] çàäàíî íåïðåðûâíîå ìîíî-
òîííîå ðàñïðåäåëåíèå v = u(), ïðè÷åì ïåðåõîä ëàìèíàðíîãî ÏÑ â
òóðáóëåíòíûé ïðîèñõîäèò â òî÷êå t 2 [0,0]. Äîñòðîèì ðàñïðåäåëåíèå
v(), v(0) = u(0) = vmax, íà äèôôóçîðíîì ó÷àñòêå [0, 1] òàê, ÷òîáû
íà íåì ôîðìïàðàìåòð f èç (1.3.5) èçìåíÿëñÿ ïî çàäàííîìó çàêîíó
f = g(), ãäå g() 2 [f0, 0]êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (1.3.5) èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå






 = g(),  2 [0, 1]: (6.1.6)
6.1. Çàäàíèå áåçîòðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé 197













Çäåñü t = (st   s)=(L   s)áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè ïåðå-
õîäà ëàìèíàðíîãî ÏÑ â òóðáóëåíòíûé, vt = u(t), à âåëè÷èíà Re

t
îïðåäåëåíà â (1.3.7). Â ñëó÷àå ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíîãî ÏÑ â âûðàæå-
íèè (6.1.7) íóæíî ïîëîæèòü t = 0, vt = 0. Íàïîìíèì, ÷òî â îáùåì
















jv()jb 1 d +C0: (6.1.9)











= 1  (b  1)g()
a
:








Èç ôîðìóëû (6.1.6) ñëåäóåò, ÷òî () = g()[v()]b=[av0()]: Ïîñëåä-
íåå ðàâåíñòâî è ôîðìóëà (6.1.10) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü îáûêíîâåííîå







Ðåøèâ åãî, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì







,  2 [0, 1]: (6.1.11)
Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ u() è g() ôîðìóëû
(6.1.8), (6.1.11) çàäàþò áåçîòðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè, èìåþùåå
íà äèôôóçîðíîì ó÷àñòêå æåëàåìîå ðàñïðåäåëåíèå ôîðìïàðàìåòðà f .
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Â çàêëþ÷åíèå óêàæåì äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè v(), ýêâèâà-
ëåíòíîå (6.1.11).
Èç ôîðìóëû (6.1.8) ñëåäóåò, ÷òî g() = a[1  Q0()]=(b   1): Ïîä-
ñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (6.1.11) è ïðîèíòåãðèðîâàâ ñ ó÷åòîì
óñëîâèÿ Q(0) = C0v
1 b
max, ïîëó÷èì








, n = 1=(b  1): (6.1.12)
Ôîðìóëà (6.1.12) âûðàæàåò áåçîòðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ÷å-
ðåç ôóíêöèþ Q() äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêèõ êëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé
g() ôîðìïàðàìåòðà f . Â ÷àñòíîñòè, åñëè g() 2 [f0, 0]èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ, òî èç ïðåäñòàâëåíèÿ (6.1.8) âûâåäåì, ÷òî Q() ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Q() äèôôåðåíöèðóåìà ïî÷òè âñþäó. Òàêèì æå
áóäåò ðàñïðåäåëåíèå v() â (6.1.12). Çíà÷èò, ìíîæåñòâó èçìåðèìûõ
íåïîëîæèòåëüíûõ îãðàíè÷åííûõ ñíèçó ôóíêöèé g() ñîîòâåòñòâóåò
êëàññ ïî÷òè âñþäó ãëàäêèõ áåçîòðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè v().
Åñëè æå ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ v() ïðèíèìàëà ôèêñèðîâàííîå










Äëÿ òóðáóëåíòíîãî ÏÑ è g()=0 ïðè  2 [0,1], g() = f0 ïðè  2
2 [1, 1], ãäå âåëè÷èíà 1 íàéäåíà èç óñëîâèÿ (6.1.13), ïîëó÷èì òî÷íî
ôîðìóëó (6.1.5), ãäå k = b  1  a=f0:
6.2. Ìàêñèìèçàöèÿ ïîäúåìíîé ñèëû
Äëÿ óâåëè÷åíèÿ öèðêóëÿöèè   è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäúåìíîé ñèëû,
íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ïðîôèëÿ ïëî-
ùàäü ýïþðû áåçîòðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè, ïîñòðîåííûõ âûøå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêîðîñòü v(s) = u(s) ïðè s 2 [s, s1], ãäå ôóíêöèÿ
u(s) äèôôåðåíöèðóåìà ïî÷òè âñþäó è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò u = 0
â òî÷êå s = s ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà äî çíà÷åíèÿ vmax â òî÷êå s = s1
(ó÷àñòîê ðàçãîíà), à íà ó÷àñòêå òîðìîæåíèÿ [s1,L] ëèáî ôóíêöèÿ v(s)
èìååò âèä (6.1.11) è ñîîòâåòñòâóåò çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ g(s)
ôîðìïàðàìåòðà f(s), ëèáî çàäàíî áåçîòðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå (6.1.5),
ïðè÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå íà èíòåðâàëå s 2 [s0, s1], s0 = s +, èìååòñÿ
ïîëêà v  vmax, à  ìàëî. Íàïîìíèì, ÷òî èìåííî ïðè òàêîì äîïîëíè-
òåëüíîì óñëîâèè áûëà ïîñòðîåíà ôîðìóëà (6.1.5).
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðâûé ñëó÷àé.
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6.2.1. Çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå ôîðìïàðàìåòðà. Ïóñòü íà
ó÷àñòêå òîðìîæåíèÿ [s1,L] âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ïðîôèëÿ ôóíêöèÿ v(s)
èìååò âèä (6.1.11) è ñîîòâåòñòâóåò çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ f = g(s)
ôîðìïàðàìåòðà f . Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ôóíêöèé g(s) íàéäåì òó, êî-
òîðàÿ ìàêñèìèçèðóåò ïëîùàäü ýïþðû ðàñïðåäåëåíèÿ v(s). Äëÿ ýòîãî
ïîíàäîáèòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è.
Ïóñòü (s) = (s  s)=(L  s) 2 [0, 1], 0 = (s0), à g()èçìå-
ðèìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì





F () d +C,  2 [0, 1], (6.2.2)
ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0, ôóíêöèÿ F () = 1   (b   1)g()=a è â ñèëó
óñëîâèÿ (6.2.1) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
1 6 F () 6 p0  1  (b  1)f0a : (6.2.3)
Îòìåòèì, ÷òî Q(F ;) = Q() ïðè C = C0v
1 b




0,  2 [0,1],
f0,  2 [1, 1], (6.2.4)
ãäå 1 ôèêñèðîâàííàÿ âåëè÷èíà. Ðàññìîòðèì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó:




ãäå ìíîæåñòâî U îïðåäåëåíî íåðàâåíñòâàìè (6.2.3) è îãðàíè÷åíèåì
Q(F ; 1) = C1 exp
 1Z
0
[Q(F ; )] 1 d

, (6.2.6)
ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ C1 > C.
Èìååò ìåñòî (ñì. [35]) ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 6.1. Åñëè
Q(F ; 1) > Q(1), (6.2.7)
ãäå âåëè÷èíà Q() = Q(F;) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (6.2.2) ïðè
F () = F()  1  (b  1)g()
a
,
à ïîñòîÿííàÿ 1 â (6.2.4) òàêîâà, ÷òî F() 2 U , òî G() = Q()
äëÿ âñåõ  2 [0, 1].
Çàìå÷àíèå 6.1. Îãðàíè÷åíèå (6.2.7) äëÿ óòâåðæäåíèÿ ëåììû ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, òàê êàê ïðè åãî íåâûïîëíåíèè íèæíÿÿ ãðàíü
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â (6.2.5) äëÿ ðàçíûõ  äîñòèãàåòñÿ íà ðàçëè÷íûõ ôóíêöèÿõ F ()
èç U .
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, ïîäðîáíî äîêàçàííîå â [35].
Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå g() ôîðìïàðàìåòðà f
íà äèôôóçîðíîì ó÷àñòêå [0, 1] óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
îãðàíè÷åíèÿì:




 > B0, B0 =  f0(1  1), (6.2.8)
Q(F ; 1) = C exp
 1Z
0
[Q(F ; )] 1 d

, (6.2.9)
ãäå F () = 1   g()=(an), g()èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, ôóíêöèÿ
Q(F ;) îïðåäåëåíà â (6.2.2), C = C0v
1 b
 , ýìïèðè÷åñêèå ïîñòîÿííûå
a, n = (b   1) 1 è f0 ñâÿçàíû ñ âûáîðîì óñëîâèÿ áåçîòðûâíîñòè
îáòåêàíèÿ, à ïîñòîÿííàÿ C0 õàðàêòåðèçóåò âêëàä ëàìèíàðíûõ
ó÷àñòêîâ ÏÑ è îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (6.1.7). Òîãäà ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèåé, äîñòàâëÿþùåé ìàêñèìóì ïëîùàäè ýïþðû v() íà êëàññå
ðàñïðåäåëåíèé (6.1.12), ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ g() èç (6.2.4), ïðè÷åì
1 =








, k = b  1  a
f0




Çàìå÷àíèå 6.2. Ýêñòðåìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå v(), óêàçàííîå


















max + 1   0
, k = b  1  a
f0
è ïîñòîÿííàÿ C0 ó÷èòûâàåò âëèÿíèå ëàìèíàðíîãî ÏÑ íà ÷àñòè








ãäå eu() = u()=vmax, à u()çàäàííîå ìîíîòîííîå ðàñïðåäåëåíèå
v() íà èíòåðâàëå [0,0]. Â ñèëó ìàëîñòè 0 ìîæíî ñ÷èòàòü D1 =
= p0. Â ðåçóëüòàòå èç (6.2.11) ïîëó÷èì â òî÷íîñòè ôîðìóëó (6.1.5).
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Èòàê, èç òåîðåìû 6.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíè-
ÿõ vmax è v ïîëî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè â
ñìûñëå ìàêñèìèçàöèè ïëîùàäè ýïþðû S äëÿ öåëîãî êëàññà áåçîò-
ðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé v(s), õàðàêòåðèçóåìûõ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè
ôîðìïàðàìåòðà. Òåïåðü åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè
ñðåäè ïîëî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé òàêîå, êîòîðîå îáëàäàåò ìàêñèìàëüíîé
ïëîùàäüþ ýïþðû.
6.2.2. Îïòèìèçèðîâàííûå ïîëî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè.
Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü ôèêñèðîâàíû äëèíà 0 ó÷àñòêà ìîíîòîí-
íîãî âîçðàñòàíèÿ ñêîðîñòè è çíà÷åíèå v ñêîðîñòè â çàäíåé êðîì-
êå. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè âèäà
(6.2.11), ìàêñèìèçèðóþùåå ïëîùàäü ýïþðû ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè
v() íà èíòåðâàëå [0, 1].




























Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (6.2.12), ïîëó÷èì
S = S(Z) = v(1  0)(k   1) 1h1(Z), Z > 1,
ãäå ôóíêöèÿ
h1(Z) =
Z[kZk 1 + (k   1)D1   k]
Zk   1+D1
è èìååò ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì â òî÷êå Z = Z, ïðè÷åì Zåäèíñòâåí-
íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ
Zk + a1Z
k 1 + b1 = 0, (6.2.13)
a1 =
k2(D1   1)





Çíà÷åíèÿ Z äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ïîñòîÿííûõ m è f0 ïðè 0 = 0
ïðèâåäåíû â òàáëèöå.
Èòàê, ìàêñèìèçàöèè S ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé âûáîð vmax =
= vZ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç òåîðåìû 6.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè v ñðåäè
ïîëî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ìàêñèìèçèðóþùåå
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ïëîùàäü S. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáðàâ âåëè÷èíó vmax òàê, êàê óêàçàíî
â òåîðåìå 6.2, ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå ïîëî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå
áóäåò ýêñòðåìàëüíûì óæå â êëàññå áåçîòðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé v(s) ñ
ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé vmax è çàäàííûìè ôóíêöèåé u0() è ïàðàìåò-
ðîì v.
6.3. Äèàïàçîí óãëîâ àòàêè
6.3.1. Àíàëèç ñõåì çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ. Òàê êàê ôóíê-
öèè vj(s) ìîãóò áûòü çàäàíû ïî ëþáîé èç òðåõ óêàçàííûõ âûøå
ñõåì (ñì. ï. 1.5.1), íåîáõîäèìî âûäåëèòü ñõåìó, îïòèìàëüíóþ äëÿ
ìàêñèìèçàöèè ïîäúåìíîé ñèëû. Äîêàçàíà [35] ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü ôèêñèðîâàíû çíà÷åíèÿ 'j è vj, j = 1, 2.
Òîãäà:
1) Åñëè cos  6 a 6 sec , òî  1 > 0,  2 < 0 è âàðèàíò a = 0
(v2(s0) = 0) çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìèçà-
öèè âåëè÷èíû  1 è ìèíèìèçàöèè j 2j â ñõåìå 3, ìèíèìèçàöèè êàê  1,
òàê è j 2j â ñõåìå 1, à âàðèàíò a =1 (v1(s0) = 0)  ìèíèìèçàöèè
 1 è ìàêñèìèçàöèè j 2j â ñõåìå 2;
2) Åñëè a > sec , òî  1 > 0,  2 > 0 è ñëó÷àé a
 = 0 äàåò
ìàêñèìóì  1 è ìèíèìóì  2 â ñõåìå 3, ìèíèìóìû  1 è  2 â ñõåìå 1;
ñëó÷àé a = 1 ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó  1 è ìàêñèìóìó  2 â
ñõåìå 3 è ìèíèìóìó  1 â ñõåìå 2.
Èç ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè êðûëî-
âûõ ïðîôèëåé äëÿ çàäàííîãî äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ óãëîâ àòàêè ñ öåëüþ
ìàêñèìèçàöèè âåëè÷èíû Y ïîäúåìíîé ñèëû äëÿ íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ
 = 1 óãëà àòàêè è ìèíèìèçàöèè Y äëÿ íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ  = 2
öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðåäåëüíûé ñëó÷àé a = 0 ñõåìû 3 çàäà-
íèÿ èñõîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè vj(s), j = 1, 2 (îí ïðåäñòàâëåí
ñïëîøíîé ëèíèåé íà ðèñ. 6.1). Åñëè æå íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü
Y ïðè  = 2, òî öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëüíûé ñëó÷àé
ñõåìû 3, ñîîòâåòñòâóþùèé âûáîðó a > sec , a
 =1.
Âûáîð îïòèìàëüíîé ñõåìû çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé vj(s) â ñëó÷àå
ïîñòðîåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ïðîôèëåé ïðåäñòàâëÿåò áîëüøèå òðóäíî-
ñòè, òàê êàê óñëîâèå ñèììåòðèè íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ íà ôóíêöèè vj(s), j = 1, 2. Åñëè æå s0 = L=2, k = 1,
v2(s) =  v1(L   s), s 2 [0,L=2], òî òàêèì èñõîäíûì äàííûì âñåãäà
ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íûé êîíòóð, ïðè÷åì 1 =  2 = =2, à óñëîâèå
ñîâìåñòèìîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Â ýòîì
ñëó÷àå 0 = 0, à äëÿ ìàêñèìèçàöèè  1 íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü âåëè-
÷èíó '1 íà âûáðàííîì êëàññå ðàñïðåäåëåíèé v1(s). Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ïîñòðîåíèè ñèììåòðè÷íûõ ïðîôèëåé äëÿ çàäàíèÿ ôóíêöèé vj(s)
íàèáîëåå óäîáíà ñõåìà 3 ñ s0 = L=2 (îíà ýñêèçíî ïðåäñòàâëåíà øòðè-
õîâîé êðèâîé íà ðèñ. 6.1).









Ðèñ. 6.1. Ñõåìû çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ìàêñèìèçàöèè ïîäúåìíîé ñèëû
6.3.2. Ìàêñèìèçàöèÿ ïîäúåìíîé ñèëû. Êðèòåðèé áåçîòðûâíî-
ñòè (6.2.1), êàê è êðèòåðèé (1.3.3), ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè çàäà-
íèè ÃÖÐÑ â ÎÊÇÀ äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ àòàêè. Îäíàêî çäåñü âîçíèêàåò
äîïîëíèòåëüíàÿ òðóäíîñòü íåèçâåñòíî ïîëîæåíèå òî÷åê sj ðàçâåòâ-
ëåíèÿ ïîòîêà. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ â ýòîì ñëó-
÷àå ïîïûòàåìñÿ êîìïåíñèðîâàòü íåäîñòàòîê èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèè
ôóíêöèé vj(s) â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê sj âêëþ÷åíèåì â ôîðìïàðàìåòð
g(s) çàïàñà áåçîòðûâíîñòè.
Ïîëîæèì 0 = s0, C0 = 0 â ôîðìóëàõ (6.1.6), (6.1.8) è
(6.1.9). Òåïåðü ôóíêöèè vj(s) âèäà (6.1.11) áóäóò ðåøåíèÿìè
èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6.1.6), âèäîèçìåíåííîãî óêà-
çàííûì ñïîñîáîì, è áóäóò èìåòü íà èíòåðâàëàõ [s0,L] èëè [0, s0]
çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå g(s) âèäîèçìåíåííîãî ôîðìïàðàìåòðà









Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ vj(s) ïðîäîëæåíû ìîíîòîííû-
ìè ôóíêöèÿìè ñîîòâåòñòâåííî íà èíòåðâàëû [s1, s0] è [s0, s2]. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ( 0,010,03) âåëè÷èíàõ js0   sj j=L
âèä ôóíêöèé vj(s), êàê ïîêàçàë âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, íåçíà-
÷èòåëüíî ñêàçûâàåòñÿ íà ôîðìå ÏÑ. Ýòî âëèÿíèå ìîæíî ó÷åñòü, ïî-
òðåáîâàâ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ g(s) > f0, ãäå âåëè÷èíà  2 (0, 1) õà-
ðàêòåðèçóåò çàïàñ áåçîòðûâíîñòè, íåîáõîäèìûé âñëåäñòâèå ââåäåííîãî
óïðîùåíèÿ. Åñëè ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíèÿ vj(s) áó-
äóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (6.2.1), òî ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîôèëü (ïðè
ñîâìåñòèìîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ è âûïîëíåíèè óñëîâèé ðàçðåøèìî-
ñòè) â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîé ìîäåëè òå÷åíèÿ áóäåò áåçîòðûâíûì âî
âñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ óãëà àòàêè.
Äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé vj(s) èç êëàññîâ ÃÖÐÑ,
îïèñàííûõ âûøå, âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 6.1. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ v1 = v1(L), v2 = jv2(0)j ñêîðîñòåé íà çàä-
íåé êðîìêå è ìàêñèìàëüíûõ âåëè÷èí ñêîðîñòè vmax j = max jvj(s)j ðàñ-
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ïðåäåëåíèÿ vj(s), ìàêñèìèçèðóþùèå ïëîùàäè ýïþð íà äèôôóçîðíûõ
ó÷àñòêàõ, ÿâëÿþòñÿ ïîëî÷íûìè è èìåþò âèä (6.2.11), ãäå ïîñòîÿííóþ
C0 íóæíî âûáðàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (6.1.7). Ïîëîæèâ C0 = 0











, s 2 [s1,L],
v2(s) =
8<:




es1   ses1   es0
 1=k2
, s 2 [0, es1],
(6.3.2)
ãäå
Dj = 1  f0j(b  1)
a
, lj = s0 +










, j = 1, 2,
(6.3.3)
ïðè÷åì l1 = s1, l2 = es1. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé vj(s) â (6.3.2)
äëÿ ïðîäîëæåíèé ýòèõ ôóíêöèé íà èíòåðâàëû [s1, s0] è [s2, s0] áóäóò
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà v0j(s) > 0, j = 1, 2, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäïîëîæåíèå, ïîëîæåííîå â îñíîâó èñïîëüçîâàíèÿ âèäîèçìå-
íåííîãî ôîðìïàðàìåòðà (6.3.1) âìåñòî f(vj ; sj , s) èç ôîðìóëû (1.3.13).
Èñõîäíûå äàííûå â âèäå (6.3.2), (6.3.3) ëåãêî ðåàëèçîâàòü ïðè
ðåøåíèè ÎÊÇÀ, à íàëè÷èå íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ (vj , vmax j , f0j)
ïîçâîëèò çà ñ÷åò èõ ïåðåáîðà äîáèòüñÿ çàìêíóòîñòè èñêîìîãî êîí-
òóðà. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òàêèõ ïðîôèëåé, ïîñòðîåííûõ
Ä.À. Ôîêèíûì.
Ïóñòü s0=L = 0,5, k = v11=v12 = 1, v2(s) = v1(L   s). Òàêèì
èñõîäíûì äàííûì, êàê óêàçàíî âûøå, ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íûé
êîíòóð, à óñëîâèå ñîâìåñòèìîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ âûïîëíèòñÿ òîæ-
äåñòâåííî. Íà ðèñ. 6.2, á â ñèñòåìå êîîðäèíàò (1.1.2) èçîáðàæåí ñèì-
ìåòðè÷íûé ïðîôèëü ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé tmax = 23,9%, ïîñòðî-
åííûé äëÿ  = 10, f0j =  6 ïî ðàñïðåäåëåíèÿì v1(s), s=L 2 [0,5, 1],
âèäà (6.3.2) è v2(s) = v1(L  s), s=L 2 [0, 0,5] (ñîîòâåòñòâåííî ñïëîø-
íàÿ ëèíèÿ 1 è øòðèõîâàÿ ëèíèÿ 2 íà ðèñ. 6.2, à; ëèíèè 3 è 4ðàñ-
ñ÷èòàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ v1(s) è v2(s) = v1(L  s) ïðè s=L 2 [0, 0,5]).
Ïîñòðîåííûé ïðîôèëü èìååò Cyj = 0,64 ïðè j = 5 è â ðàìêàõ
ïðèíÿòîé ìîäåëè îáòåêàåòñÿ áåçîòðûâíî â äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ óãëà
àòàêè îò 2 =  5 äî 1 = 5, ÷òî ïîäòâåðäèëà ðàññ÷èòàííàÿ çàâè-
ñèìîñòü fmin() = min
s2[0,L]
f(v; s, s) (çíà÷åíèÿ fmin() ïðè âñåõ  íå
âûøëè çà ïðåäåëû [f0, 0]). Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïðèìåðàõ óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè ÎÊÇÀ óäîâëåòâîðåíû çà ñ÷åò ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ vj è
vmax j .
6.3. Äèàïàçîí óãëîâ àòàêè 205
Íà ðèñ. 6.3, á èçîáðàæåí íåñèììåòðè÷íûé ïðîôèëü, ïîñòðîåííûé
äëÿ  = 10, s0=L = 0,486 ïî ðàñïðåäåëåíèÿì (6.3.2) (ñïëîøíàÿ ëè-
íèÿ 1 è øòðèõîâàÿ ëèíèÿ 2 íà ðèñ. 6.3, à). Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèþ
ñîâìåñòèìîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ âåëè÷èíà k íå çàäàâàëàñü, à áûëà
íàéäåíà ÷èñëåííî èç óðàâíåíèÿ (1.5.1) è ïîëó÷èëàñü ðàâíîé k = 1,02.
Ñïëîøíîé è øòðèõîâîé ëèíèÿìè 3 è 4 èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñêî-
ðîñòè vj(s), âîññòàíîâëåííûå íà ó÷àñòêàõ [0, s0=L] è [s0=L, 1]. Ñîîò-
âåòñòâóþùèé ïðîôèëü ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé tmax = 16,0% èìååò
Cy1 = 1,50 è Cy2 = 0,28 ñîîòâåòñòâåííî ïðè 1 = 6,7
 è 2 =  3,3 è












Ðèñ. 6.2. Áåçîòðûâíûé îïòèìèçèðîâàííûé ñèììåòðè÷íûé ïðîôèëü äëÿ äèà-
ïàçîíà  = 10: àîïòèìèçèðîâàííîå ÃÖÐÑ; áôîðìà îïòèìèçèðîâàííîãî
ïðîôèëÿ
Äàëåå, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîôèëåé, îáòåêàåìûõ áåçîòðûâíî â çàäàí-
íîì äèàïàçîíå  2 [2,1] óãëîâ àòàêè è îáëàäàþùèõ ìàêñèìàëüíîé
ïîäúåìíîé ñèëîé ïðè  = 1, âûáîð ïàðàìåòðà vmax 1 îñóùåñòâèì
òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü âåëè÷èíû '1 ïëîùàäè ýïþðû v1(s)
íà èíòåðâàëå [s0,L]. Äåéñòâèòåëüíî, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 6.2 ïðè
ïåðåìåííûõ çíà÷åíèÿõ vmax j ñðåäè ðàñïðåäåëåíèé (6.3.2) ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå, ìàêñèìèçèðóþøåå âåëè÷èíó '1. Ïîýòîìó äëÿ ìàê-
ñèìèçàöèè '1 çíà÷åíèå vmax 1 íóæíî âûáðàòü òàê, êàê óêàçàíî â
òåîðåìå 6.2 (ñì. òàáëèöó) ñ çàìåíîé â óðàâíåíèè (6.2.13) äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ Z1 ïîñòîÿííûõ B è k íà B1 è k1 èç (6.3.3). Ñîîòâåòñòâóþùóþ
ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ v1(s) ôóíêöèþ v2(s) íóæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëñÿ êðèòåðèé (6.2.1), à ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòóð Lz ïîëó÷àëñÿ
çàìêíóòûì.
Íà ðèñ. 6.4, á èçîáðàæåí îïòèìèçèðîâàííûé ïðîôèëü, ïîñòðîåííûé
îïèñàííûì ñïîñîáîì äëÿ s0=L = 0,47, k = 1 è  = 2
. Ðàñïðåäåëåíèå
v1(s) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ 1) çàäàíî â âèäå (6.3.2), à ïîäîáðàííàÿ äëÿ













Ðèñ. 6.3. Ïðèìåð ïðîôèëÿ, ïîñòðîåííîãî ïî ÃÖÐÑ â äèàïàçîíå óãëîâ àòàêè:
àîïòèìèçèðîâàííîå ÃÖÐÑ; áôîðìà îïòèìèçèðîâàííîãî ïðîôèëÿ
íåãî ôóíêöèÿ v2(s) èçîáðàæåíà øòðèõîâîé ëèíèåé 2. Ñïëîøíîé è
øòðèõîâîé ëèíèÿìè 3 è 4 èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè vj(s),
âîññòàíîâëåííûå íà ó÷àñòêàõ [0, s0=L] è [s0=L:1]. Ïîëó÷åííûé ïðî-
ôèëü, õàðàêòåðíûé äëÿ äåëüòàïëàíîâ, èìååò êîýôôèöèåíò ïîäúåìíîé
ñèëû Cy1 = 3,07 ïðè óãëå àòàêè 1 = 17,8
 è ïðàêòè÷åñêè íóëåâîé
äèàïàçîí áåçîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ. Ïî ôîðìå îí àíàëîãè÷åí ïðîôèëþ,
ïîñòðîåííîìó Ëèáåêîì [116] ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè ïîäúåìíîé ñèëû














Ðèñ. 6.4. Îïòèìèçèðîâàííûé ïðîôèëü ñ Cy = 3,07 äëÿ  = 2
: àîïòèìèçè-
ðîâàííîå ÃÖÐÑ; áôîðìà îïòèìèçèðîâàííîãî ïðîôèëÿ
Ïðîôèëè íà ðèñ. 6.3 è ðèñ. 6.4 ïðåäñòàâëÿþò ïðåæäå âñåãî òåî-
ðåòè÷åñêèé èíòåðåñ, òàê êàê ÿâëÿþòñÿ îïòèìèçèðîâàííûìè â ðàìêàõ
îïèñàííîé âûøå ìîäåëè áåçîòðûâíîñòè. Ðàñ÷åò íà íèõ ÏÑ ïî ìåòîäó
[110] ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî ëàìèíàðíîãî ó÷àñòêà è åãî ïåðåõîäà â òóð-
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áóëåíòíûé ïîêàçàë íàëè÷èå îòðûâà. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðîåêòèðîâàíèè
ïðîôèëåé, îáòåêàåìûõ áåçîòðûâíî â çàäàííîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ
óãëîâ àòàêè, íóæíî â íåðàâåíñòâàõ (1.3.12) îáÿçàòåëüíî âçÿòü çàïàñ
áåçîòðûâíîñòè. Îäèí èç òàêèõ ïðèìåðîâ äëÿ k = 1,  = 10 ïðèâåäåí íà
ðèñ. 6.5. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ áûëè èñïîëüçîâàíû ÃÖÐÑ, ïîñòðîåííûå
ñ ó÷åòîì çàïàñà áåçîòðûâíîñòè. Èì ñîîòâåòñòâóåò ðàçîìêíóòûé êîíòóð.
Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êâàçèðåøåíèé äëÿ ôóíêöèîíàëà J0 ïîëó÷åí
ïðîôèëü ñ çàìêíóòûì êîíòóðîì (ðèñ. 6.5, á) è tmax = 12%, ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñêîðîñòåé íà êîòîðîì ïðè 1 = 6













Ðèñ. 6.5. Ïðîôèëü, ïîñòðîåííûé ïî ÃÖÐÑ ñ ó÷åòîì çàïàñà áåçîòðûâíîñòè: à
îïòèìèçèðîâàííîå ÃÖÐÑ; áôîðìà îïòèìèçèðîâàííîãî ïðîôèëÿ
ñîîòâåòñòâåííî êðèâûìè 1 è 2 íà ðèñ. 6.5, à. Ðàñ÷åò íà ýòîì ïðîôèëå
ÏÑ ñëîÿ ïî ìåòîäó [110] ïîêàçàë îòñóòñòâèå îòðûâà âî âñåì äèàïàçîíå
èçìåíåíèÿ óãëîâ àòàêè è òåì ñàìûì ïîäòâåðäèë ïðàêòè÷åñêóþ ïðèãîä-
íîñòü íàçâàííîãî ìåòîäà ïðîåêòèðîâàíèÿ.
6.4. Èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ è áèáëèîãðàôè÷åñêèå
ññûëêè
6.4.1. Áåçîòðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè. Âèä àíàëîãè÷-
íûé (6.1.5) èìåþò èçâåñòíûå áåçîòðûâíûå ðàñïðåäåëåíèå Âîðòìàí-
íà [138, 139] è Ñòðýòôîðäà [132], ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàííûå ïðè
ïðàêòè÷åñêîì àýðîäèíàìè÷åñêîì ïðîåêòèðîâàíèè êðûëîâûõ ïðîôèëåé
(íàïðèìåð, [116118, 128, 130, 131]).
6.4.2. Îïòèìèçèðîâàííûå ÃÖÐÑ. Âûøå îïèñàíû ïðîñòåéøèå
âàðèàöèîííûå çàäà÷è íà êëàññàõ ÃÖÐÑ. Áîëåå øèðîêèé ñïåêòð òàêèõ
çàäà÷ ïðåäñòàâëåí â [35, 109].
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àòàêè;
tmax  îòíîñèòåëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ òîëùèíà ïðîôèëÿ;
z0 = x0 + i y0 =
e iz
b
+ 1  ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé îñü àáñöèññ íà-
ïðàâëåíà âäîëü õîðäû ïðîôèëÿ;
E   âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà âî âñïîìîãàòåëü-
íîé ïëîñêîñòè ;
'  ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî èëè
ôèëüòðàöèîííîãî òå÷åíèÿ;
  ôóíêöèÿ òîêà;
w(z) = '(x, y) + i (x, y)  êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî
òå÷åíèÿ;






























= 0, z 2 Gz  óðàâíåíèå Ëàïëàñà;
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áåñêîíå÷íîñòè;
a  êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà;
a0 = ({p0=0)1=2  ñêîðîñòü çâóêà â òî÷êå òîðìîæåíèÿ ãàçîâîãî
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ðàñ÷åòà ÏÑ;
Cp = 2(p  p1)=(1v
2






 êîýôôèöèåíò äàâëåíèÿ â òî÷êå òîðìîæåíèÿ
ïîòîêà;
Y  ïîäúåìíàÿ ñèëà;
X  ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ;eCy = 2Y=(1v21b)  êîýôôèöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû;
Cy = 2Y=(1v
2
1L=2)  êîýôôèöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû, âû÷èñëåííûé
ïî õàðàêòåðíîìó ëèíåéíîìó ðàçìåðó L=2;eCx = 2X=(1v21b)  êîýôôèöèåíò ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ;
Cx = 2X=(1v
2
1L=2)  êîýôôèöèåíò ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, âû÷èñëåí-
íûé ïî õàðàêòåðíîìó ëèíåéíîìó ðàçìåðó L=2;





2)  êîýôôèöèåíò ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî ïåðåäíåé
êðîìêè ïðîôèëÿ;









vmax  ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïîòîêà íà
êîíòóðå ïðîôèëÿ;
L2[0, 2]  ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàä-







 íîðìà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 2];
C(M)  ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ
íà ìíîæåñòâå M ;
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kfkC = max
2M
jf()j  íîðìà â ïðîñòðàíñòâå C;
C  ïðîñòðàíñòâî ãåëüäåðîâñêèõ ôóíêöèé,
 2 (0, 1];
H(A0,)  ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç C, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ôèêñèðîâàííûìè ïî-








  íîðìà â ïðîñòðàíñòâå C;
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d  èíòåãðàë Ãèëüáåðòà;
R  ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (÷èñëîâàÿ îñü);
RN  N-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî;
RN+  ïîäïðîñòðàíñòâî RN òî÷åê ñ íåîòðèöàòåëüíû-
ìè êîîðäèíàòàìè;
Z  ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë;
intM  âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà M ;
res
=a
f()  âû÷åò êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè f() â òî÷-
êå  = a;
G  0, 91 . . .  ïîñòîÿííàÿ Êàòàëàíà;
  äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà.
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